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PROJECTO FIN DE CARRERA 
 
RESUMEN (máximo 50 líneas) 
 
 
El proyecto tiene como objetivo principal el estudio de las líneas o colas de 
espera para fomentar la enseñanza y el aprendizaje de la teoría de colas en 
un ámbito docente. El estudio se ha realizado para diferentes modelos de 
colas emulando sistemas de espera y así entender su comportamiento y 
funcionamiento a partir de diferentes situaciones. 
 
De cara a realizar este estudio se ha desarrollado una WEB a través de 
lenguaje JAVA y HTML, donde se han implementado los diferentes 
modelos que nos ha permitido simular el comportamiento de los sistemas de 
espera que están basados en situaciones cotidianas. 
 
Antes del desarrollo de la WEB nos introducimos en las bases teóricas de 
los modelos de colas para que nos sirvan de comprensión y base para 
diseñar el simulador de los modelos. 
 
En esta parte del proyecto veremos quién desarrolló y por qué impulso los 
fundamentos de la teoría de colas.  
 
A partir de este punto, veremos los elementos que forman la teoría de colas, 
su origen, la descripción de un sistema de colas y sus variables asociadas.  
También detallaremos cómo describir los modelos para disponer de toda la 
información necesaria y así especificar de qué tipo de cola se trata. 
 
Veremos toda la base matemática en todos los modelos implementados en 
este proyecto, que nos servirán para posteriormente implementar los scripts 
de los Applets. 
 
Explicaremos cómo a partir de un script podemos llegar a construir un 
applet, para ello relataremos las fases por las cuales el script ha de pasar  
hasta llegar al “code” del applet, que es el lenguaje que interpreta la 
plataforma java.   
 
Con los Applets creados para todos los modelos, los implementaremos en 
una WEB interactiva donde el usuario podrá simular diferentes situaciones 
asignando valores a las variables que se solicitan dependiendo del modelo a 
estudiar. Los simuladores que se han creado a partir de los Applets se 
basaran en eventos, donde el usuario tiene una ventana e interactúa con ella 
produciendo sucesos y recibiendo información sobre los modelos.       
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El desarrollo de la WEB interactiva se explicará paso a paso para 
comprender el diseño de la WEB, y a su vez, expondremos que herramientas 
hemos utilizado para su proceso.   
 
Tras diseñar y simular en la WEB diversos casos y realizar un estudio sobre 
los modelos, se ha interpretado los resultados obtenidos para determinar qué 
modelos o sistema de espera pueden ser los más óptimos según en la 
situación en que nos encontremos.  
 
Finalmente, llegaremos al punto de las conclusiones y perspectivas donde 
haremos un repaso de los objetivos cumplidos y deducciones a la que hemos 
llegado después de desarrollar este proyecto. A su vez, propondremos 
mejoras para futuros proyectistas.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Palabras clave (máximo 10): 
Modelos Colas Web Java 
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“No importa en qué cola se sitúe: La otra avanzará más rápido”  
      
        Primera Ley de Harper 
 
“Y si cambia de cola, aquella en la que estaba al principio empezará a ir 
más deprisa”  
 
        Segunda Ley de Harper   
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1 Introducción, motivaciones y objetivos 
 
Introducción 
La teoría de colas es una disciplina, dentro de la investigación operativa
1
, que tiene por 
objeto el estudio y el análisis de situaciones en las que existen entes que demandan 
cierto servicio, de tal forma que dicho servicio no puede ser satisfecho instantáneamente 
y esto conlleva a que se provoquen las indeseadas líneas o colas de esperas. 
 
Tal y como queda patente en la definición anterior, el ámbito de aplicación de la teoría 
de colas es enorme: desde las esperas para ser atendidos en establecimientos 
comerciales, esperas para ser procesados determinados programas informáticos o 
esperas para poder atravesar un cruce los vehículos que circulan por una ciudad. 
 
Todavía más frecuentes, si cabe, son las situaciones de espera en el contexto de la 
informática, las telecomunicaciones y, en general, las nuevas tecnologías. Así por 
ejemplo, los procesos enviados a un servidor para ejecución forman colas de espera 
mientras no son atendidos, la información solicitada, a través de Internet, a un servidor 
web puede recibirse con demora debido a congestión en la red o en el servidor 
propiamente dicho, podemos recibir la señal de líneas ocupadas si la central de la que 
depende nuestro teléfono móvil está colapsada en ese momento, etc. 
 
Motivaciones del Proyecto 
Debido a la gran gama de situaciones y la necesidad de garantizar cierta calidad de 
servicio sobre las líneas de espera se ha desarrollado este estudio para acercar de una 
manera simple y dinámica al mundo de las colas. 
  
 
Objetivos 
Mediante la realización de este proyecto se pretende estudiar los fundamentos 
probabilísticos de la teoría de colas.  
 
Asimismo contemplar los diferentes tipos de protocolos asociados que se pueden 
producir en la teoría de colas, destacando sus aplicaciones a las telecomunicaciones. 
 
En este pequeño viaje del mundo de la teoría de las colas veremos de donde surgen y de 
que elementos la forman, a su vez comprobaremos cuáles son sus bases para poder 
trabajar con esta teoría.  
_____________________________________________________________________ 
 
1 – Investigación Operativa es la disciplina científica que postula el análisis del sistema por medio de modelos matemáticos y de 
simulación, y los algoritmos adecuados para obtener soluciones numéricas a partir de los modelos. 
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Comprobaremos como a partir de esta teoría podremos formular una serie de modelados 
dependiendo de las características que forman cada una de las colas, y de las que 
podremos trabajar para determinar las tasas de llegada y de servicios muy útiles en 
cualquier situación de la vida real. 
 
Hablaremos de las aplicaciones de la teoría de las colas ya que con ellas podremos 
hablar de modelos y de procesos de decisión por que como en todo, el tiempo y la 
información es dinero.  
 
Se implementara todos estos fundamentos teóricos en el diseño de una WEB donde 
nuestra intención es que se pueda utilizarse como un recurso didáctico complementario 
a la asignatura de Probabilidad y Procesos Estocásticos o que pueda ser empleada en 
cualquier ámbito docente, y que el mismo usuario pueda interactuar con la WEB y que 
posibilite la introducción de los conceptos en su vida cotidiana.  
 
Finalmente, a través de la WEB una vez implementada con los modelos de colas 
existentes estudiaremos y comprobaremos su buen funcionamiento mediante 
simulaciones y comparaciones entre los modelos implementados. 
 
2 Introducción a la teoría de colas 
 
Las "colas" son un aspecto de la vida moderna que nos encontramos continuamente en 
nuestras actividades diarias. En el contador de un supermercado, accediendo a 
Internet,... el fenómeno de las colas surge cuando unos recursos compartidos necesitan 
ser accedidos para dar servicio a un elevado número de trabajos o clientes. 
 
El estudio de las colas es importante porque proporciona tanto una base teórica del tipo 
de servicio que podemos esperar de un determinado recurso, como la forma en la cual 
dicho recurso puede ser diseñado para proporcionar un determinado grado de servicio a 
sus clientes. 
 
El análisis cuantitativo del rendimiento de las redes de comunicación de datos exige una 
base teórica que permita modelar las distintas arquitecturas y procedimientos. Esta base 
teórica se denomina Teoría de Colas y permite la obtención de los distintos parámetros 
que permiten el estudio del rendimiento de las redes de datos.  
 
La teoría de colas es aplicable tanto a redes de conmutación de paquetes de datos como 
a redes de conmutación de circuitos, o cualquier usuario que demande un servicio y 
espere un turno de cola o línea de espera. 
 
El elemento básico de la teoría de colas es la cola. Basándose en las redes de 
conmutación de paquetes de datos, y de forma general, un paquete llega a la cola, es 
almacenado durante un tiempo y es transmitido; de esta forma, una cola modela un 
elemento de la red relacionando la entrada de paquetes a ella y su salida. 
 
La llegada de paquetes a un determinado elemento modelado por una cola es un suceso 
aleatorio, que, dependiendo de los demás elementos de la red seguirá una determinada 
distribución de probabilidad. De la misma forma, la salida de paquetes de la cola 
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dependerá de las características propias del elemento modelado y de su forma de 
interactuar con la red, siguiendo, en general, otra distribución de probabilidad. 
 
Una cola consta de una o varias colas de espera y de uno o varios servidores. La cola de 
espera define la capacidad de una cola para almacenar paquetes que esperan ser 
procesados por el servidor; mientras que un servidor representa la capacidad de un 
elemento modelado para procesar paquetes entrantes. 
 
La teoría de colas incluye un estudio matemático de las colas o líneas de espera. La 
formación de líneas de espera es, por supuesto, un fenómeno común que ocurre siempre 
que la demanda actual de un servicio excede a la capacidad actual de proporcionarlo. 
Con frecuencia, en la industria y otros sitios, deben de tomarse decisiones respecto a la 
cantidad de capacidad que deben de proporcionarse. Sin embargo, muchas veces es 
imposible predecir con exactitud cuándo llegarán las unidades o usuarios que buscan el 
servicio y/o cuanto tiempo será necesario para dar ese servicio; es por eso que esas 
decisiones suelen de ser difíciles. Proporcionar demasiado servicio implica costes 
excesivos. Por otro lado, carecer de la capacidad de servicio suficiente causa colas 
excesivamente largas en cierto sentido, ya sea por un coste social, por un coste causado 
por la pérdida de clientes, por el coste de empelados ociosos o por algún otro coste 
importante.     
Entonces, la meta final es lograr un balance económico entre el coste de servicio y el 
asociado con la espera por ese servicio.   
 
La teoría de colas en si no resuelve directamente el problema pero contribuye con la 
información vital que se requiere para tomar las decisiones concernientes prediciendo 
algunas características sobre la línea de espera como el tiempo de espera promedio. 
 
A su vez, nos proporciona un gran número de modelos matemáticos para describir una 
situación de líneas de espera. Con frecuencia se dispone de resultados matemáticos que 
predicen algunas de las características de estos modelos.  
 
Los objetivos de la teoría de colas consisten finalmente, en: 
 
- Identificar el nivel óptimo de capacidad del sistema que minimiza el coste global 
del mismo. 
 
- Evaluar el impacto que las posibles alternativas de modificación de la capacidad 
del sistema tendrían en el coste total del mismo. 
 
- Establecer un balance equilibrado entre las consideraciones cuantitativas de 
costes y las cualitativas de servicio. 
 
- Hay que prestar atención al tiempo de permanencia en el sistema o en la cola: la 
“paciencia” de los clientes depende del tipo de servicio específico considerado y 
eso puede hacer que un cliente “abandone” el sistema. 
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2.1 Reseña histórica 
 
El origen de la Teoría de Colas se debe al esfuerzo realizado por Agner Kraup Erlang 
(Dinamarca, 1878 – 1929) mientras trabajó para la CTC (Compañía de telefonía de 
Copenhague), a Erlang se le presentó el problema clásico de la determinación de 
cuantos circuitos eran necesarios para proveer un servicio telefónico aceptable con el 
objetivo de cumplir la demanda incierta de servicios en el sistema telefónico de 
Copenhague. 
 
Erlang puso manos a la obra investigando directamente el problema. El realizó medidas 
sobre el terreno y era un experto en la historia y el cálculo de las tablas numéricas de 
algunas funciones matemáticas, particularmente logarítmicas. 
 
Erlang desarrolló su teoría del tráfico telefónico a través de varios años, entre sus 
publicaciones más importantes sobre la materia, se encuentran: 
 
En 1909 – “La teoría de las probabilidades y las conversaciones telefónicas” – en la cual 
demostró que la distribución de Poisson se aplica para tráfico telefónico aleatorio. 
 
En 1917 – “Solución de algunos problemas en la teoría de probabilidades de 
importancia en centrales telefónicas automáticas” – en la cual contiene su fórmula 
clásica para el cálculo de pérdidas y tiempos de espera. 
 
El interés por su trabajo continuó después de su muerte y hacia 1944 el “Erlang” era 
usado en los países escandinavos para denotar la unidad del tráfico telefónico. Esta 
unidad fue reconocida internacionalmente a final de la segunda guerra mundial. 
 
Finalmente, decir que sus investigaciones acabaron en una nueva teoría denominada 
teoría de colas o de líneas de espera. Esta teoría es ahora una herramienta de valor en 
negocios debido a que un gran número de problemas pueden caracterizarse como 
problemas de congestión llegada-salida.   
 
 
2.2 Elementos de la teoría de colas 
2.2.1 Origen 
 
Muchos sistemas en la realidad y la vida diaria incorporan en su funcionamiento 
procedimientos en que personas, máquinas, etc.… experimentan esperas antes de 
efectuarse con ellas unas determinadas operaciones.  
 
La teoría de colas trata el estudio matemático de los sistemas de espera o de 
proporcionar servicio de forma inmediata por parte del servidor. La teoría de colas 
ayuda a tomar decisiones sobre la capacidad del servicio, y de los niveles de ocupación 
del sistema de manera que se consiga un equilibrio entre el coste del servicio y el coste 
de espera.  
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Los problemas administrativos relacionados con tales sistemas de colas se clasifican en 
dos grupos básicos: 
 
Grupo I: Problemas de análisis.  
 
Podríamos estar interesados en saber si un sistema dado está funcionado 
satisfactoriamente. Necesitaríamos responder una o más de las siguientes preguntas:  
 
¿Cuál es el tiempo promedio que un cliente tiene que esperar en la fila antes de ser 
atendido?  
¿Qué fracción de tiempo ocupan los servidores en atender a un cliente o en procesar 
un producto?  
¿Cuáles son el número promedio y el máximo de clientes que esperan en la fila?  
 
Basándose en estas preguntas, los gerentes tomarán decisiones como emplear o no a 
más gente, agregar una estación de trabajo adicional para mejorar el nivel de servicio, o 
si es necesario o no aumentar el tamaño del área de espera. 
 
Grupo II: Problemas de diseño.  
 
Podríamos desear diseñar las características de un sistema que logre un objetivo general. 
Esto puede implicar el planteamiento de preguntas como las siguientes:  
 
¿Cuántas personas o estaciones deben emplearse para proporcionar un servicio 
aceptable?  
¿Deberán los clientes esperar en una sola fila (como se hace en muchos bancos) o en 
diferentes filas (como en el caso de los supermercados)?  
¿Deberá haber una estación de trabajo separada que maneja las cuestiones 
¨especiales¨ (como el caso del acceso a primera clase en el mostrador de una 
aerolínea?  
 
Estas decisiones de diseño se toman mediante la evaluación de los méritos de las 
diferentes alternativas, respondiendo a las preguntas de análisis del Grupo I y luego 
seleccionando la alternativa que cumpla con los objetivos administrativos del Grupo II.  
 
2.2.2 Descripción de un sistema de colas 
La estructura de un sistema de espera se ilustra en la figura y está compuesta de los 
siguientes elementos: 
 
 
 
Figura 1: Sistema de Espera 
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La población contiene los elementos que requieren el servicio por parte del servidor, los 
cuales suelen llamarse clientes. La población puede contemplarse como una fuente de 
clientes, en el sentido de que estos abandonan la población para pasar a un sistema de 
espera, lugar donde acabaran recibiendo servicio. En general, se asume que los clientes 
generados por la población, abandonan ésta en instantes de tiempo diferentes entre sí. El 
tiempo entre dos salidas de la población es en general una variable aleatoria. El proceso 
de llegada de los clientes viene determinado en el estudio de los sistemas de espera. 
La hipótesis más común es que la variable aleatoria número de clientes que salen de la 
población en un intervalo de tiempo siga una distribución de Poisson
2
, o lo que es lo 
mismo, que el intervalo de tiempo entre dos salidas de clientes siga una ley exponencial. 
 
Mirando la población como una fuente de clientes y en relación a las características de 
generación de clientes que puedan tener podemos clasificar las poblaciones como finitas 
o infinitas. Una población la llamaremos infinita cuando independientemente del 
número de clientes que ya haya generado, la tasa temporal de clientes que genera no se 
ve disminuida. En cambio, una población se llama finita cuando es susceptible de 
agotarse, es decir, llega a generar una tasa nula de clientes por unidad de tiempo. 
 
 La cola es un componente del sistema de espera que recibe los clientes que provienen 
de la población que han de esperarse para recibir servicio. Se caracteriza por su 
capacidad, que es igual al número máximo de clientes que puede contener (finita o 
infinita) y la disciplina que la gestiona, o lo que es lo mismo, el orden en que los 
clientes son servidos. FIFO (First In First Out), LIFO (Last In First Out), prioridades, 
etc.…. Si no se dice lo contrario se presupondrá una disciplina FIFO. 
 
El sistema de servicio va integrado por los servidores en los cuales se atiende a los 
clientes que están esperando servicio en la cola. Al visualizar un servidor el proceso de 
servicio sobre un cliente, este último se supone que abandona el sistema de espera y que 
el servidor escoge de la cola un nuevo cliente, en caso de que la cola no esté vacía, o 
bien, en el caso de que la cola este vacía, está ocioso hasta que acuden al sistema de 
espera nuevos clientes. La característica más relevante del sistema de servicio es el 
tiempo que puede durar una operación de servicio por parte del servidor. Estos tiempos 
de servicio se consideran como una variable aleatoria con una distribución conocida. 
Habitualmente esta variable aleatoria tiempo de servicio, se trata según la ley 
exponencial, constante o de K-Erlang
3
. El proceso de servicio puede estar constituido 
por varios servidores en serie y/o paralelo y el tiempo de servicio de servidores 
diferentes puede obedecer a distribuciones de probabilidad diferentes. 
 
2.2.3 El proceso de Poisson y la distribución exponencial 
 
En la mayoría de los sistemas de colas, el proceso de llegadas sigue una distribución de 
Poisson. Se demuestra que si se da esta circunstancia, la duración de los intervalos entre 
llegadas tiene una distribución exponencial o una combinación continúa de 
exponenciales, es decir, una distribución gamma, que recibe el nombre de distribución 
erlangiana, o distribución . 
_____________________________________________________________________ 
 
2 – Distribución de Poisson véase el Anexo I: Conceptos Básicos de la teoría de la probabilidad  [Pagina 127]  
 
3 – K-Erlang véase el Anexo I: Conceptos Básicos de la teoría de la probabilidad  [Pagina 129]  
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En efecto, si llamamos 
 
 
 
a la probabilidad de que en un tiempo  el número de usuarios que acceden al sistema 
sea  y esta probabilidad sigue una ley de Poisson de la forma: 
 
 
 
Entonces, la probabilidad de que el tiempo entre llegadas sea mayor o igual a  (que es 
igual a la probabilidad de que no haya ninguna llegada en un intervalo de duración ), 
es: 
 
 
 
Por tanto, la probabilidad de que el intervalo entre llegadas sea menor o igual a  es: 
 
 
 
Que es una ley de distribución exponencial. En estas condiciones, el valor medio del 
intervalo entre llegadas será: 
 
 
 
Donde    es el número de llegadas por unidad de tiempo, que recibe el nombre de tasa 
de llegadas. 
 
La distribución exponencial tiene la propiedad de pérdida de memoria: 
 
 
  
Puesto que el número de llegadas en un intervalo de tiempo es una magnitud 
completamente aleatoria que sigue un proceso de Poisson, es claro que el proceso de 
llegadas es un proceso de nacimiento puro. Por tanto, el proceso de servicio se debe 
diseñar de forma que su duración sea de forma exponencial pura, es decir, como un 
proceso de muerte pura. De esta forma, el sistema de colas podrá estudiarse como un 
proceso de nacimiento y muerte.  
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2.2.4 Variables asociadas a un sistema de colas 
 
Para poder analizar los diferentes sistemas de colas, es necesario definir previamente las 
variables que afectan a dicho sistema. Consideramos en primer lugar las variables 
asociadas a un usuario. Llamaremos  al instante en que se produce la llegada del 
 usuario al sistema y  al tiempo transcurrido desde la llegada del 
 usuario y el ; es decir:  
 
 
 
Llamaremos  al tiempo de espera en la cola,  al tiempo de duración del servicio y 
 al instante de salida del sistema, todo ello referido al  usuario. Si 
llamamos  al número de usuarios que hay en el sistema cuando llega el  y 
si suponemos que el sistema tiene un solo canal de servicio, podemos escribir: 
 
 
 
 
Ya que, en efecto, la espera del  elemento finalizará cuando el  
 finalice el servicio y abandone el sistema. Por otra parte, se puede 
comprobar que el tiempo de espera también es: 
 
 
 
En efecto, cuando el  usuario llegó al sistema, en éste había  usuarios; el 
primero de estos usuarios en el sistema en el instante , es decir, el  
usuario, comenzó a recibir servicio en el instante 
 
 
 
y a partir de este instante comenzaron los servicios a los usuarios (  
( hasta el , momento en el cual finalizará la espera de 
 usuario. Si generalizamos la anterior expresión en función del primer 
usuario del sistema, se puede escribir: 
 
 
 
que es una expresión muy útil, ya que en el caso de que el sistema tenga  canales de 
servicio, tenemos: 
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donde es el tiempo de llegada del primer usuario a cada canal de servicio y  es el 
tiempo de duración del servicio al l  usuario del  canal de servicio.  
 
Todo lo anterior quiere decir que, conocidos los tiempos de llegada y la duración del 
servicio a cada usuario, se puede reconstruir toda la historia de la cola. 
 
Una vez vistas las variables asociadas al usuario, vamos a definir otras variables 
asociadas a un instante de tiempo  . Estas son: 
 
  número de usuarios en el sistema en el instante  
  número de usuarios en cola  
  número de usuarios en  servicio  
 número de canales libres  
 
Es evidente que se cumplen las siguientes relaciones: 
 
 
 
 
 
 
 
Otras variables asociadas a un instante son: 
 
 número de usuarios que han llegado al sistema hasta el instante . 
 
 número de usuarios que han accedido al servicio hasta el instante . 
 
 número de usuarios que han salido del sistema hasta el instante . 
 
También en este caso son evidentes las relaciones: 
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2.2.5 Notación de Kendall 
 
De las relaciones expuestas en el apartado anterior se desprende que si conocemos las 
series: 
 
      
 
Y el número de canales  tenemos toda la información necesaria para describir la cola. 
Por eso, para describir un sistema de colas se emplea la notación de Kendall, que 
consiste en un grupo de letras y números de la forma: 
 
A/B/C/K/N/d 
  
A designa el proceso de llegadas; más concretamente, describe el tipo de 
distribución del tiempo entre llegadas. Si este proceso es markoviano
4
 de tipo 
Poisson-exponencial, en este lugar se colocará la letra M. Si el proceso es 
determinístico, se colocará la letra D y la letra G si las llegadas son de otro tipo.  
 
B designa el proceso de servicio; es decir, describe la distribución del tiempo de 
servicio y, por tanto, de las salidas del sistema. Se colocará la letra M si este 
proceso es markoviano,  D si es determinístico y G si es de otro tipo. En todos 
los casos supondremos que la duración del tiempo de servicio es independiente 
de la distribución de las llegadas. 
 
C  número de canales de servicio ó número de servidores, también podemos 
llamarlo . 
 
K es la capacidad de la cola (o longitud máxima de la misma), máximo usuarios 
simultáneos que se admiten en el sistema. También  K puede ser un número 
entero  mayor o igual que cero, o bien K= , si no hay límite de cola. El valor de 
K puede omitirse, tomándose por defecto cuando se omite su valor. 
 
N es el tamaño de la población potencial. También puede ser finito o infinito. Este 
último valor es el que se toma por defecto cuando se omite su valor. 
 
d disciplina de la cola, es decir, proceso de decisión de cuál de los usuarios en 
espera va a pasar a recibir servicio. Por omisión se considera una cola tipo FIFO  
(first-in, first-out), ya que el primer elemento en entrar a la cola será el primero 
en salir de ella. 
  
 
 
 
 
 
 
 
_____________________________________________________________________ 
 
4 –Markoviano  véase el Anexo II: Propiedad de Markov  [Página 134]  
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3 Modelos de colas 
3.1 Terminología y Notación. 
 
El estado del sistema es el número de usuarios en el sistema de espera. La longitud de la 
cola es el número de usuarios que están en espera de servicio, es decir, el estado del 
sistema menos el número de usuarios en proceso de servicio. 
 
-  Número de usuarios en el sistema de espera en el instante   
También se denomina estado del sistema de espera en el instante  
 
-    Probabilidad del estado del sistema con  usuarios en el instante  
 
-    Número de canales de servicio paralelos en el sistema de espera o 
servidores. 
 
-   Número esperando llegadas de usuarios al sistema de espera por unidad  
de tiempo cuando ya hay  usuarios en el sistema. Si  es constante 
para todo , entonces el número medio de llegadas por unidad de tiempo 
se denomina . 
      
-   Número esperando de usuarios que completan su servicio por intervalo 
de tiempo cuando hay  usuarios en el sistema. Si la tasa de servicio es 
constate para todo , entonces el número medio de servicios por unidad 
de tiempo y servidor ocupado se denomina  y si  entonces  
. 
 
Un sistema de espera cuando comienza a funcionar se encuentra en régimen transitorio, 
cuando ha pasado un tiempo suficiente, en general, entra en un régimen estacionario.  
La mayor parte de los resultados de la Teoría de Colas se han desarrollado por el 
régimen estacionario. 
 
En régimen estacionario se define la siguiente anotación: 
 
-  Probabilidad de que el estado del sistema sea  usuarios. 
 
-  Número esperado de usuarios al sistema de espera. 
 
-  Número esperado de usuarios en la cola o longitud esperada en la cola. 
 
-  Tiempo medio de espera en el sistema (incluye el servicio). 
 
-  Variable aleatoria tiempo de espera en el sistema (incluye el servicio).      
 
-  Tiempo medio de espera en la cola del sistema. 
 
-  Variable aleatoria tiempo de espera en la cola del sistema.  
.  
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3.2 Magnitudes de un sistema de Espera. 
 
Las magnitudes a que se hace referencia son de tres clases: 
 
a) Las relacionadas con el estado del sistema de espera  
b) Las relacionadas con el tiempo de espera por usuarios en el sistema de espera o 
en los subsistemas que lo componen (cola y sistema de servicio). 
c) La tasa temporal de usuarios que entran al sistema de espera.  
 
Otra clasificación de estas magnitudes puede ser la de: 
 
a) Magnitudes instantáneas, las cuales son variables aleatorias dado el carácter 
estocástico de los sistemas de espera que se estudiaran. La notación las distingue 
por ir acompañadas de . 
b) Magnitudes en régimen estacionario o por  . 
c) Magnitudes que son esperanzas matemáticas de los tipos b).  
 
Son estas, las magnitudes de tipo c), aquellas que tienen interés de ser calculadas. 
 
Supondremos que el número de servidores es  , esto no conlleva ninguna 
limitación en los resultados que se obtendrán y que esto es solo se hace para facilitar la 
exposición. 
 
 
 
Figura 2. Diagrama de entradas y salidas y de magnitudes instantáneas de un sistema 
de espera con un único servidor.   
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-    Número de usuarios que han entrado al Sistema de Espera (S.E.) hasta el 
instante .  
 
-    Número de usuarios que han salido del S.E. hasta el instante . 
 
-    Tiempo de permanencia en el S.E. del usuario que entra exactamente en 
el  instante . 
 
-    Tiempo de espera en ser atendidos un usuario que entra en el sistema de  
espera en el instante . 
 
-    Duración del servicio del usuario habiéndose iniciado el servicio en el 
instante . 
 
Las magnitudes instantáneas vinculadas al número de usuarios, suponiendo  
servidores, son: 
 
- ; número de usuarios presentes al S.E. en el instante .   
 
- ; número de usuarios al S.E. en el instante  que 
esperan ser atendidos por alguno de los servidores  servidores. Constituyen la 
cola del sistema de espera. 
 
 
 
- ; número de usuarios al S.E. en el instante  que 
están atendidos por los servidores. Estos usuarios están en el Sistema de Servicio 
(S.S.) y por tanto también es el número de servidores ocupados. 
 
Las magnitudes instantáneas vinculadas al tiempo de espera total, suponiendo  
servidores, son: 
 
 
 
 
-  Tiempo total  esperando por los usuarios que han entrado al S.E. hasta 
que el instante  o estado del S.E. en el instante  
 
-  Tiempo total de espera por el servicio para los usuarios que han entrado 
al S.E. hasta el instante  
 
-  Tiempo total de espera mientras reciben el servicio de todos los usuarios 
que han entrado al S.E. hasta el instante  
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Se cumple que: 
 
 
 
Las magnitudes instantáneas vinculadas al tiempo de espera para el cliente son: 
 
-  : Tiempo medio por usuario de permanencia, para los 
clientes que han entrado al S.E. hasta el instante  
 
-  : Tiempo medio por usuario de espera hasta servicio para 
los clientes que han entrado al S.E. hasta el instante  
 
-  : Tiempo medio por usuario de espera hasta servicio para 
los clientes que han entrado al S.E. hasta el instante  
 
Se verifica que: 
 
 
 
Podemos definir diversas magnitudes instantáneas que son promedio temporales de 
algunas otras magnitudes ya definidas. 
 
-  es la tasa media de llegada de usuarios (usuarios entrado al S.E. por 
unidad de tiempo) hasta el instante  
 
-  El promedio temporal del número de usuarios presentes al S.E. hasta el 
instante . 
 
-  El promedio temporal del número de usuarios presentes a la cola hasta 
el instante . 
 
-  El promedio temporal del número medio de usuarios presentes al S.S. 
hasta el instante . 
 
 
Es decir: 
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Se verifica la importante relación: 
      
 
 
Igualmente podemos obtener: 
 
  
 
    
 
  
 
3.3 Formulas de Little 
 
Las anteriores magnitudes  , , , , , ,  en general 
son aleatorias y se ha visto que verifican las siguientes relaciones: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si existe estado estacionario, entonces: 
 
- Existirán las probabilidades ,  de que en el S.E. hayan  
usuarios. 
 
 
     
 
- Las anteriores magnitudes han de tener limite: 
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John Little en el año 1961 fue el primero en demostrar formalmente que para el régimen 
estacionario las anteriores magnitudes , , , , , ,  verifican las 
denominadas formulas de Little que son idénticas relaciones a las 1 a 5 anteriores. 
 
Formulas de Little 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se ha de remarcar que estas relaciones son independientes de las características 
particulares de los sistemas de espera y por tanto pueden ser aplicadas en cualquier 
situación siempre y cuando exista el régimen estacionario.    
 
Las fórmulas de Little son de un amplio uso en teoría de colas y su utilidad reside en 
que, si por un S.E. se conoce la distribución de probabilidades en régimen estacionario  
,  entonces pueden calcularse los tiempos medios de espera por cliente 
en estado estacionario en el S.E. (  y en la cola  una vez se han calculado las 
longitudes  del sistema, la longitud de la cola  y la tasa media de llegadas al sistema 
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. En caso de que un S.E. pueda presentar un número máximo de usuarios  (que 
pueden llegar a ser ) estas magnitudes ,  y  obedecen a expresiones: 
 
 
 
 
 
 
 
A continuación se detallaran las etapas mediante las cuales se calcula  y  en un 
S.E. que presente estado estacionario: 
 
1. Se calcula la distribución de probabilidades en régimen de estado estacionario: 
 
,  
 
2. Se establece cual es la tasa media de entrada de usuarios al S.E.  
 
3. Se calculan las longitudes del S.E.  y de la cola  utilizando las formulas 
anteriores. 
 
4. Para calcular el tiempo de espera  y  se utilizan las formulas de Little:  
 
 
    
 
 
5. Si es preciso se calculan entonces el proceso medio de permanencia en el 
S.S.  y la longitud media del S.S.  : 
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3.4 Los procesos de Nacimiento y Muerte 
 
El termino nacimiento en el contexto de la teoría de colas indica llegada al S.E. y el 
término muerte indica salida del sistema. El proceso de nacimiento y muerte describe 
probabilísticamente cómo evoluciona el estado del sistema a lo largo del tiempo: , 
número de usuarios en el S.E.  
 
Son necesarias algunas suposiciones: 
 
1. Si  entonces la distribución de probabilidad del tiempo hasta la 
próxima llegada (nacimiento) es exponencial de parámetro . 
 
2. Si  entonces la distribución de probabilidad del tiempo hasta la 
próxima salida del sistema (muerte) es exponencial de parámetro . 
 
3. Tan solo una llegada o una salida al/del sistema puede darse a cada instante 
. 
 
El diagrama de tasas de transición de un proceso de nacimiento y muerte (Figura 3) 
muestra tan solo las posibles transiciones permitidas en el estado del sistema en un 
instante, la etiqueta de una transición indica la tasa media de la transición: número 
medio de ocurrencias por unidad de tiempo. 
 
 
 
Figura 3. Diagrama de tasas de transición de un proceso de nacimiento y muerte.   
 
La distribución de probabilidad del estado del sistema, , en régimen estacionario es 
relativamente intuitiva de deducir a partir del diagrama de tasas de transición. Se ha de 
tener en cuenta que la probabilidad de los estados en régimen estacionario en las 
cadenas de Markov puede interpretarse como la fracción del tiempo que el proceso se 
pasa en los estados a largo término. 
 
Si se considera un estado arbitrario  y se supone que se cuenta el número de veces que 
el proceso entra en el estado  y el número de veces que el proceso sale del estado , 
estas dos cifras coinciden o bien difieren en máximo una unidad, entonces utilizando un 
argumento de ergodicidad implícito, son situaciones que se alteran en el tiempo. Al final 
por eso la diferencia en una unidad acaba siendo insignificante y por tanto se puede 
considerar que el número de entradas y el número de salidas del estado  coinciden. 
Entonces esto da lugar al principio de equilibrio de flujos:  
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Para cualquier estado del sistema la tasa media de entrada (número medio de 
ocurrencias de entrada por unidad de tiempo) iguala la tasa media de salida (número 
medio de ocurrencias de salida por unidad de tiempo). 
 
Ara sólo resta detallar la ecuación de balance de flujos por cada estado del sistema 
(estado del diagrama) en términos de las probabilidades de los estados en régimen 
estacionario , teniendo en cuenta las tasas de entrada y de salida (etiquetas de las 
transiciones incidentes y emergentes): 
 
Estado                    Tasa incidente     =  Tasa emergente 
 
 0              
 1    
2    
.                              .  
 .            . 
 .            . 
       
             
 
Por  ejemplo, para el estado del sistema ; le llegarán entradas del estado 1 (  y 
salidas del estado 3 ( ) y por su parte el número de salidas es la suma de la tasa de 
entradas (  y salida ( ) del propio estado 2. 
 
Se ha de resaltar que hay tantas ecuaciones de entradas como valores puedan presentar 
, por tanto, si por algún motivo el S.E. tan solo puede haber como máximo  
usuarios, habrá  ecuaciones. Por el contrario, si no hay limitación para el número 
de clientes el S.E. habrá infinitas ecuaciones en el anterior sistema. 
 
Solucionando el sistema de ecuaciones: 
 
  
 
  
 
  
         . 
         . 
         . 
  
 
  
         . 
         . 
         . 
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Para simplificar la notación, se define: 
 
 
 
Lo que da a lugar a la reescritura de la solución del sistema de ecuaciones que facilita el 
estado del sistema en régimen estacionario como, 
  
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidad del estado del sistema 
entonces se tiene que comprobar, 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema es; 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud cola en un S.E. con  
servidores en paralelo es, 
 
 
 
La tasa media de llegadas al S.E. se describe como , es la media de  y tiene por 
expresión: 
 
 
 
Todas estas expresiones para ,  y  son válidas tanto si el número de posibles 
valores por  es finito o infinito. 
 
Las anteriores ecuaciones que proporcionan las probabilidades de estado estacionario 
,  han podido ser resueltas ya que se ha supuesto que: 
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Es decir, la suma o serie de los coeficientes  es convergente. De hecho podemos 
demostrar que esta condición es necesaria y suficiente para que exista el estado 
estacionario. En particular, si el número máximo de usuarios que puede llegar a haber 
en el S.E. nunca puede exceder de un número entero , no importa por qué motivo, 
entonces la suma de los coeficientes  será siempre finita y por tanto, en este tipo de 
S.E. existirá siempre el estado estacionario. 
 
 
3.5 Modelos de colas basados en Procesos de Nacimiento y 
Muerte 
 
Los procesos de nacimiento y muerte ofrecen una gran flexibilidad en el momento de 
modelar S.E., entonces las tasas de nacimiento y muerte de los estados pueden tomar 
valores particulares según el modelo de espera. Los modelos de colas que tienen un 
proceso de nacimiento y muerte subyacentes son los más sencillos de analizar. 
3.5.1 Modelo de cola M/M/1 
 
El modelo M/M/1 es el sistema de espera más simple y presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes e idénticamente distribuidas según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
2. Tiempo de servicio independiente y idénticamente distribuido según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
3. Un único servidor, es decir  . 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte sobre la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo y la tasa de salidas por unidad de tiempo son constantes, es decir, 
 
 
 
 
El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/1 puede verse en la figura 4. 
 
 
 
Figura 4. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/1.   
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El S.E. alcanzará el régimen estacionario si el cociente entre la tasa media de llegadas y 
la tasa media de salidas es inferior a la unidad, . El cociente anterior se suele 
describir como ,  y denota el factor carga del S.E.  
 
En este caso, 
 
 
 
Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
 
 
  
por tanto, 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema es, 
 
 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola en un S.E. M/M/1, 
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En la deducción de las fórmulas se ha supuesto la existencia de régimen estacionario, es 
decir,  , a si mismo las series que aparecen son divergentes
5
 y su suma toma por 
valor infinito. 
 
El tratamiento analítico de los modelos M/M/1 es abordable y sin demasiada dificultad 
se pueden extraer conclusiones sobre otras prestaciones de interés en el análisis de estos 
modelos, como la función de distribución de probabilidad de la variable aleatoria 
tiempo de espera en el sistema en régimen estacionario,  , y tiempo de espera en la 
cola del sistema en régimen estacionario,  . 
 
Para comenzar, se supone que el estado del sistema es , es decir hay  usuarios a 
la cola y 1 usuario en proceso de servicio, si se produce una nueva llegada al S.E., el 
usuario habrá de esperar que se complete los  servicios más el suyo propio, es decir, 
 servicios antes de que no abandone el sistema. Sean los tiempos entre finalización 
de servicios , variables exponenciales independientes y de parámetros 
común . Se define  como la suma de los   tiempos de servicio 
, 
 
 
 
 representa el tiempo de espera en el sistema del usuario  condicionado a que 
hay  usuarios en el sistema cuando llega. 
 
La variable aleatoria  sigue la distribución de Erlang
6
, de parámetros  y . 
 
Recordaremos que la función de distribución de probabilidad de una variable aleatoria 
, distribuida según una ley de Erlang de parámetros . Tienen como esperanza 
matemática y varianza de la variable aleatoria  de Erlang las siguientes expresiones: 
 
 
 
 
 
Y que su función densidad de probabilidad es: 
 
 
_____________________________________________________________________ 
 
5 –Una  serie divergente es una serie que no converge. Si una serie converge, los términos individuales de la serie deben de tender 
a cero. Por tanto toda serie en la cual los términos individuales no tienden a cero diverge. 
 
6 – Distribución de Erlang, véase el Anexo I: Conceptos Básicos de la teoría de la probabilidad  [Pagina 129] 
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En este punto se dispone de todos los elementos para deducir la expresión de la función 
de distribución de la variable aleatoria , tiempo de espera en el sistema (en régimen 
estacionario), y su resultado final es el siguiente: 
 
 
 
Que resulta ser exponencial de parámetro , de donde hayamos que su 
esperanza matemática es, 
 
 
 
La función distribución de la variable aleatoria , tiempo de espera en la cola del 
sistema (en régimen estacionario), es la siguiente: 
 
 
 
 
Su esperanza matemática es el tiempo medio al sistema menos el tiempo medio de 
servicio, es decir. 
 
 
 
3.5.2 Modelo de cola M/M/s 
 
El modelo M/M/s es el sistema de espera que presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes e idénticamente distribuidas según una ley 
exponencial de parámetro = . 
 
2. Tiempo de servicio independiente. Tiempo de servicio por servidor 
independiente e idénticamente distribuido según una ley exponencial de 
parámetro . 
 
3. Un conjunto de servidores en paralelo . 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte donde la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo y la tasa de salidas por unidad de tiempo y servidor ocupado son 
constantes, es decir, 
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El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/s puede verse en la figura 5. 
 
 
 
Figura 5. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/s.   
 
El S.E. alcanzará el régimen estacionario si el cociente entre la tasa promedio de 
llegadas y la tasa promedio de salidas es inferior a la unidad, . El cociente 
anterior se suele describir como ,  y denota el factor carga del S.E.  
En este caso, 
 
 
 
           
 
Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
 
 
De donde se deduce: 
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La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema es prácticamente 
inabordable por la vía directa, de manera que a continuación se indica su valor que 
puede deducirse a partir de  y de las fórmulas de Little. 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola en un S.E. M/M/s, 
 
 
 
 
 
 
 
En la deducción de las fórmulas se ha supuesto la existencia de régimen estacionario, es 
decir,  , a si mismo las series que aparecen son divergentes y su suma toma 
por valor infinito. 
 
La función distribución de probabilidad de la variable aleatoria tiempo de espera en el 
sistema en régimen estacionario,  , y tiempo de espera en la cola del sistema en 
régimen estacionario,  , en los modelos M/M/s puede deducirse por el mismo 
procedimiento empleado en el caso M/M/1 . 
 
Para comenzar, se supone que el estado del sistema es , es decir hay  usuarios a 
la cola y s usuarios están en proceso de servicio, si se produce una nueva llegada al S.E., 
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el usuario habrá de esperar que se complete los  servicios más el suyo propio, es 
decir,  servicios antes de que no abandone el sistema. Sean los tiempos entre 
finalización de servicios , variables exponenciales independientes y 
de parámetros común . Se define  como la suma de los   tiempos de 
servicio , 
 
 
 
  representa el tiempo de espera en el sistema del usuario  condicionado a 
que hay  usuarios en el sistema cuando llega. Si  el tiempo de espera en el 
sistema del usuario  es el propio tiempo de espera, es decir,  distribuido 
exponencialmente con parámetro  .  
 
La variable aleatoria  , para  , es un caso particular de distribución de 
Erlang, de parámetros  y . Para   también es un caso particular 
de distribución de Erlang, de parámetros  y 1. 
 
En este punto se dispone de todos los elementos para deducir la expresión de la función 
de distribución de la variable aleatoria , tiempo de espera en el sistema (en régimen 
estacionario), y su resultado final es el siguiente: 
 
 
 
Para deducir la expresión de la función de distribución de la variable aleatoria , 
tiempo de espera en la cola del sistema (en régimen estacionario), se produce de manera 
similar, 
 
 
 
Aplicando las fórmulas de Little a partir de , permite obtener cómodamente  
  y  , 
 
 
 
 
 
Otras preguntas de interés en el modelo M/M/s son: 
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- La probabilidad de que todos los servidores estén ocupados: , 
 
 
 
- El valor esperado de la variable   en estado estacionario, numero de 
servidores ocupados. 
 
 
 
3.5.3 Modelo de cola M/M/1/K 
 
El modelo M/M/1/K es el sistema de espera con limitación de capacidad más simple y  
presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes e idénticamente distribuidas según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
2. Tiempo de servicio independiente e idénticamente distribuido según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
3. Un único servidor, es decir . 
 
4. El número de clientes en el S.E. no puede superar el valor positivo K. 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte donde la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo es constante hasta alcanzar la capacidad del sistema y la tasa de 
salidas por unidad de tiempo es constante, es decir, 
 
 
 
 
 
El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/1/K puede verse en la figura 
6. 
 
 
 
Figura 6. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/1/K.   
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El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario, en virtud de una 
proposición que puede encontrarse al texto de suposición de independencia de 
kleinrock
7
 que garantiza la existencia del régimen estacionario si  es finito. 
 
En ese caso seguro que se verifica que la tasa de llegadas es nula para , 
 
 
 
      
 
Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
 
 
Se deduce: 
 
 
 
 
 
y  por tanto 
  
 
  
 
 
___________________________________________________________________ 
 
7 – Suposición de independencia de Kleinrock: Si se considera una red de datos de vida real, los paquetes tendrán la misma 
longitud constante y, por tanto, el mismo tiempo de servicio en todos los enlaces y nodos de igual velocidad. La teoría de redes de 
puesta en fila supone que un paquete (un usuario) toma muestras de un nuevo tiempo de servicio en cada nodo. Esta es una 
suposición necesaria para la forma de producto. Kleinrock (1964 [65]), investigó por primera vez esta suposición y resultó ser una 
buena aproximación en la práctica. 
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Si  se puede demostrar aplicando la regla de Hopital
8
 que todos los estados son 
equiprobables: 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema es, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola en un S.E. M/M/1/K 
es, 
 
 
 
En la deducción de las formulas se ha supuesto  
 
Aplicando las fórmulas de Little nos permite deducir el tiempo medio de espera del 
sistema , pero al no tener una tasa de llegadas por unidad de tiempo constante, se ha 
determinar a partir de ,  
 
 
_____________________________________________________________________ 
 
8 – Regla de l’Hôpital, ver Anexo III: Regla de l’Hôpital [Pagina 135] 
 
 
40 
 
 
La esperanza matemática del tiempo medio a la cola  es, 
 
 
 
3.5.4 Modelo de cola M/M/s/K 
 
El modelo M/M/s/K es el sistema de espera con limitación de capacidad que presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes e idénticamente distribuidas según una ley 
exponencial de parámetro = . 
 
2. Tiempo de servicio independiente. Tiempo de servicio por servidor 
independiente e idénticamente distribuido según una ley exponencial de 
parámetro . 
 
3. Un conjunto de servidores en paralelo . 
 
4. Un número de clientes en el sistema limitando el valor estrictamente positivo . 
Para simplificar se supone . 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte donde la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo es constante hasta alcanzar  la capacidad y la tasa de salidas por 
unidad de tiempo y servidor ocupado también es constante hasta el límite de capacidad, 
es decir, 
 
 
 
 
 
El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/s/K puede verse en la figura 7. 
 
 
 
Figura7. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/s/K.   
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El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario.  
 
El cociente ,  y denota el factor carga del S.E.  
 
En este caso, 
 
 
 
 
Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola en un S.E. M/M/s/K 
es, 
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En la deducción de las fórmulas se ha supuesto  
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema se puede deducir a 
partir de  y las formulas de Little pero por no tener una tasa de llegadas constante por 
unidad de tiempo, se ha de determinar  , 
 
 
 
 
 
 
La aplicación de las formulas de Little permite deducir el tiempo medio de espera en el 
sistema , 
 
 
 
La esperanza matemática del tiempo medio a la cola  es, 
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3.5.5 Modelo de cola M/M/1/../N 
 
El modelo M/M/1/../N es el sistema de espera con población finita más simple y 
presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes e idénticamente distribuidas según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
2. Tiempo de servicio independiente e idénticamente distribuido según una ley 
exponencial de parámetro . 
 
3. Un único servidor, es decir . 
 
4. La población de usuarios del S.E. está limitado al valor . Es, por tanto, una 
población finita. 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte donde la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo es variable según el estado del sistema, si hay  usuarios en el sistema 
entonces el resto de la población potencial  usuarios, y la tasa de salidas por 
unidad de tiempo es constante, es decir, 
 
 
 
 
 
 
El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/1/../N puede verse en la figura 
8. 
 
 
 
Figura 8. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/1/../N.   
 
El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario, donde la tasa es nula 
para . En este caso y definiendo , 
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Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema es, 
 
 
 
 
 
 
 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola es, 
     
 
 
La aplicación de las formulas de Little permite deducir el tiempo medio de espera en el 
sistema , pero al no tener una tasa de llegadas por unidad de tiempo constante, se 
tiene que determinar  
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La esperanza matemática del tiempo medio a la cola  es, 
 
 
 
3.5.6 Modelo de cola M/M/s/../N 
 
El modelo M/M/s/../N es el sistema de espera con población finita que presupone: 
 
1. Tiempo entre llegadas independientes según una ley exponencial de parámetro 
. 
 
2. Tiempo de servicio por servidor ocupado independiente e idénticamente 
distribuido según una ley exponencial de parámetro . 
 
3. Un conjunto de servidores en paralelo . 
 
4. Una población finita de usuarios limitados por el valor  . Para simplificar se 
supone . 
 
Es un caso particular de proceso de nacimiento y muerte donde la tasa de llegadas por 
unidad de tiempo es variable en función del estado del sistema y la tasa de salidas por 
unidad de tiempo y servidor ocupado es constante hasta el límite de capacidad, es decir, 
 
 
 
 
 
 
 
 
46 
 
El diagrama de las tasas de transición en el modelo M/M/s/../N puede verse en la figura 
9. 
 
 
 
Figura 9. Diagrama de tasas de transición en el modelo M/M/s/../N.   
 
El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario.   
 
El cociente ,  y denota el factor carga del S.E.  
 
En este caso, 
 
 
 
 
 
Lo que facilita el estado del sistema en régimen estacionario como, 
 
 
 
Ahora bien, como las  definen una distribución de probabilidades del estado del 
sistema entonces hemos de comprobar, 
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La esperanza matemática de la variable aleatoria longitud de cola en un S.E. M/M/s/N  
es, 
 
 
 
No se puede llegar a una expresión analítica compacta y los cálculos con población 
finita se desarrollan a partir de tablas específicas. 
 
La esperanza matemática de la variable aleatoria estado del sistema se puede deducir a 
partir de .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Al no tener una tasa de llegadas por unidad de tiempo constante, se necesita calcular la 
tasa promedio de llegadas por unidad de tiempo . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La utilización de las formulas de Little permiten deducir el tiempo medio de espera en 
el sistema , 
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La esperanza matemática del tiempo medio a la cola  es, 
 
 
 
3.5.7 Modelos con tasas de llegadas y servicios en función del estado 
 
Hasta ahora se ha supuesto que la tasa de servicio por servidor era constante, pero esta 
hipótesis no parece demasiado válida en la realidad, por ejemplo, cuando hay 
acumulación de trabajo en un sistema de espera como puede ser una panadería o en la 
ventanilla de un banco, el servidor tiende a trabajar más rápido haciendo incrementar la 
tasa de servicios por unidad de tiempo. Por el lado de las llegadas también es frecuente 
observar sistemas reales donde las colas largas provocan una disminución de la tasa de 
llegadas, las mismas situaciones concretas que ilustraban la variación en la tasa de 
servicio son susceptibles de provocar la reducción de la tasa de llegadas, por ejemplo, 
en una ventanilla de banco con mucha cola todo el mundo podría pensar ya volveré otro 
día y en la panadería muy llena y con mucha cola se piensa en ir a otro lado menos 
congestionado o esperar otra ocasión para poder comprar el pan. 
 
El tratamiento analítico de los modelos de espera que incorporan la variación de tasas de 
llegada y servicio en función del estado del sistema, sin abandonar la hipótesis de 
tiempo entre incidentes exponenciales, son más complejos y no suelen tener disponibles 
expresiones analíticas compactas, aun forzando el uso de tablas para la determinación 
de , , , , . 
 
A continuación se propone el modelo que cumple con la variabilidad de tasas de 
llegadas y servicio en función del estado. Se supone una población infinita y una 
capacidad de la cola del sistema ilimitada. 
 
Sea  la tasa de servicio promedio por unidad de tiempo cuando sólo haya un usuario 
en el sistema y sea  la tasa de llegadas promedio por unidad de tiempo cuando el 
sistema está vacío. 
 
Se define adicionalmente, 
 
- El coeficiente de presión , que impulsa el incremento de la velocidad del 
servicio. 
- El coeficiente de rechazo , que facilita el decremento de la tasa de llegadas a 
medida que el sistema se colapsa. 
 
En un sistema de esperanza con un único servidor (  se puede definir, 
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En ese caso, 
 
 
    
 
En un sistema de espera con  servidores se puede definir un modelo genérico que 
relaciona las tasas de incidentes con el nombre de usuarios en el sistema por servidor, 
 
 
 
 
 
En este caso, 
 
 
 
 
     
3.6 Modelos de Colas no Exponenciales 
 
Los modelos de colas que se han visto hasta el momento estaban basados en los 
procesos de nacimiento y muerte y suponían una distribución entre incidentes (entre 
llegadas o entre inicio y fin de servicio) de carácter exponencial. Esta hipótesis puede 
resultar inexacta para modelar determinadas situaciones, como por ejemplo las llegadas 
programadas para pasar la ITV o las colas que se forman cíclicamente en los semáforos 
de la ciudad. En el caso del servicio, si el tiempo que requiere cada usuario es más o 
menos constante porque las tareas a realizar son las mismas, entonces la distribución 
exponencial tampoco es adecuada. El análisis de los modelos no exponenciales, 
especialmente en el caso de las llegadas, es más compleja y requiere herramientas 
matemáticas y desarrollos mucho más sofisticados. De alguna manera, existen algunos 
casos particulares de modelos no exponenciales, el tratamiento de los cuales se pueden 
abordar en la práctica: las expresiones para determinar las prestaciones de los modelos 
son resultados sencillos, no en demostración, pero si en su aplicación. 
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3.6.1 Modelo M/G/1 
 
Los sistemas de espera que responden a modelos M/G/1 son aquellos que: 
 
1. Las llegadas al sistema por unidad de tiempo tienen una tasa constante igual a  
y están distribuidas según una ley de Poisson, es decir los tiempos entre llegadas 
al sistema son independientes e idénticamente distribuidas exponencialmente. 
 
2. Los tiempos de servicio tienen una distribución de probabilidad común 
cualquiera y son mutuamente independientes, de esperanza matemática   y 
varianza . 
 
3. El S.E. sólo dispone de un único servidor, es decir  . 
 
La teoría de los modelos no exponenciales demuestra que para alcanzar un estado 
estacionario es suficiente que la relación entre tasas de llegadas y la tasa de salidas del 
sistema por unidad de tiempo sea inferior a la unidad, es decir, el factor carga del 
sistema  tiene que cumplir que . 
 
La fórmula de Pollaczek-Khintchine determina la esperanza matemática de la longitud 
de cola en régimen estacionario: . A partir de las formulas de Little salen el resto de 
indicadores del modelo ,  y . 
 
La fórmula de Pollaczek-Khintchine es :  
 
 
 
Es una fórmula muy sencilla para la gran potencia cantidad de modelos que trata y ha 
facilitado que los modelos M/G/1 sean utilizados habitualmente a la práctica. Se puede 
observar que para un factor de carga determinado, la longitud de cola aumenta 
proporcionalmente a la varianza del tiempo de servicio, lo que es coherente trasladarlo a 
la realidad. 
 
En el caso particular del modelo M/M/1, tenemos , y la fórmula Pollaczek-
Khintchine acaba siendo, 
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Coincidiendo con lo explicado en el modelo M/M/1. 
 
- M/ /1 
 
En el caso particular del modelo M/ /1, donde la distribución del tiempo de servicio es 
Erlang de parámetros  y , y por tanto el tiempo medio de servicio es  y su 
varianza es  , la fórmula de Pollaczek-Khintchine determina la expresión de la 
longitud media de la cola como, 
 
 
 
- M/D/1 
 
En el caso particular del modelo M/D/1, la distribución de los tiempos de servicio es 
constante, de media  unidades de tiempo (  servicios por unidad de tiempo) y 
varianza , la fórmula de Pollaczek-Khintchine determina la expresión de la 
longitud media de la cola como, 
 
 
 
Es decir, en promedio, tiene una magnitud la mitad del caso de servicio exponencial. 
 
Otro resultado importante es que la probabilidad de encontrar el S.E. vacio es 1 menos 
el factor de carga del sistema , es decir, 
 
 
 
Las fórmulas de Little permiten calcular en el caso general el resto de los indicadores de 
prestación del modelo: 
 
El tiempo de espera en la cola del S.E. es la razón entre la longitud esperada de la cola y 
la tasa de llegadas  por unidad de tiempo. 
 
 
 
Si la tasa de servicio por unidad de tiempo es constante, es decir  
entonces el tiempo esperado de permanencia en el sistema es    y el número 
esperado de clientes al sistema es  . 
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3.6.2 Modelo M/G/s 
 
Tan solo existen resultados analíticos para algunos casos particulares, no para casos 
generales. Ni tan solo los modelos sencillos: M/D/s o M/ /1 disponen de resultados 
analíticos, la solución es entonces: 
 
- Utilizar las tablas en los casos de modelos con distribución tabuladas. 
 
La simulación resulta imprescindible en los modelos generales de llegadas y salidas, por 
que tan solo se disponen de resultados computacionales organizados en forma de tablas 
para los casos: / /s, D/ /s y /D/s. 
 
3.7 Aplicaciones de la teoría de colas 
 
Si se considera que el objetivo de la investigación operativa (I.O.) consiste en la toma 
de decisiones óptimas, entonces la teoría de colas, como herramienta de la I.O., 
proporciona a su vez las herramientas para el análisis de los sistemas de colas. 
 
A continuación nos proponemos determinar: 
 
 Las consideraciones básicas sobre el proceso de toma de decisiones basados en 
Teoría de Colas. 
 
 Algunos modelos de decisión para el diseño óptimo de sistemas de colas. 
 
3.7.1 Procesos de toma de decisiones basado en modelos de colas 
 
El abanico de posibilidades es muy amplio y no se puede determinar un procedimiento 
de toma de decisiones aplicable a todas las situaciones (modelos de colas). 
 
Un gran número de problemas basados en modelos de colas suelen combinar una o 
varias de las siguientes decisiones de cara a obtener un nivel de servicio adecuado.         
 
 Sobre el número de servidores en cada estación de servicio (cola). Implica una 
decisión sobre . 
 
 Sobre la eficiencia de los servidores (tasa de servicios por unidad de tiempo). 
Implica una decisión sobre . 
 
 Sobre el número de estaciones de servicio (colas). Implica decisiones sobre el 
número de colas y sobre la tasa de llegadas a cada cola , dada una red total de 
llegadas a repartir entre las diferentes colas. 
 
Las decisiones sobre el nivel de servicio a proporcionar se basan en un equilibrio entre 
el coste para proporcionar el servicio y el coste que supone la espera. En general, si 
aumenta el nivel del servicio aumenta el coste del servicio y disminuye el tiempo de 
espera: si se reduce el coste entonces el nivel de servicio disminuye y si se reduce la 
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espera el nivel de servicio se incrementa. La toma de decisiones consiste en resolver 
este conflicto y encontrar un balance más adecuado entre el coste y tiempo de espera 
(que también puede evaluarse muy a menudo en términos de costes). El coste de la 
espera puede ser un coste para beneficios perdidos (negocios perdidos, usuarios que se 
van y no vuelven nunca) o puede ser un coste directo. 
 
En el proceso de toma de decisiones se tiene que calcular el coste del servicio y el coste 
de espera y el objetivo consiste en determinar el nivel de servicio que minimizar el coste 
total.  
 
3.7.1.1 Funciones de coste de Espera 
 
La expresión de la esperanza del coste de espera,  suele emplearse básicamente 
dos opciones: 
 
 Situación de clientes internos: conlleva que el coste principal de la espera sea 
pérdida de beneficios por la pérdida de productividad. La tasa de pérdida de 
productividad se considera proporcional al estado del sistema, de manera que se 
define  como el coste de la espera por unidad de tiempo, función creciente 
de la variable aleatoria discreta , estado del sistema . 
 
 
 
Si  es lineal, es decir , entonces 
 
 
 
 
 Situación de clientes externos: conlleva una pérdida de beneficios por negocio o 
usuarios perdidos. Por ejemplo, sistemas de servicios comerciales donde los 
clientes se van y no vuelven, sistemas de transporte o servicios sociales. El coste 
de espera por cliente depende del tiempo de espera de los clientes, de manera 
que se define  como el coste de espera por usuario, función creciente de la 
variable aleatoria continua tiempo de espera . 
 
 
 
Se puede hacer la estimación  para varios valores  e interpolar un 
polinomio al conjunto de puntos. Los costes de espera por unidad de tiempo es 
el producto del coste de espera por cliente por el número esperado de clientes 
por unidad de tiempo (la tasa de llegadas . 
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Si   es una función lineal en el tiempo de espera individual,  
 
 
 entonces, 
   
 
 
3.7.2 Modelos de decisión 
 
Las variables de decisión en el diseño de los sistemas de colas son mayoritariamente: 
 
 El número de servidores,  
 
 La tasa de servicio por unidad de tiempo,  y  se ven implicados. 
 
 La tasa de llegadas a cada estación o cola del sistema . 
 
3.7.2.1 Modelo de decisión sobre el numero de servidores,  
 
Se supone que la tasa de llegadas y de servicio por servidor ocupado son constantes. El 
modelo se formula de la siguiente manera, 
 
 Si  es el coste de un servidor por unidad de tiempo y se supone conocidos , 
,  entonces se ha de encontrar  tal que facilite el mínimo coste total 
esperado, 
 
 
 
Normalmente se prueban unos pocos valores de , para cada uno se calcula  y 
se concluye con el que da el mínimo. 
 
3.7.2.2 Modelo de decisión sobre la tasa de servicio 
 
Las variables de decisión son el número de servidores  y la calidad del servicio . 
 
El modelo se puede formular de la siguiente manera,  
 
Sea  el coste de un servidor por unidad de tiempo cuando la tasa de servicio es . 
 
Sea  el conjunto de valores posibles de . 
 
Supongamos conocidos ,  i  entonces el problema consiste en encontrar los 
valores  i  tales que minimizan el coste de espera, : 
 
 
 
Sujeto a  
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3.7.2.3 Modelo de decisión sobre el número de estaciones de servicio 
 
Se supone que la tasa global de llegadas al sistema  se reparten proporcionalmente 
entre todas las estaciones, de manera que  es la tasa de llegadas a cada estación. Para 
simplificar el número de servidores por estación , se considera constante. 
 
La formulación del modelo requiere del conocimiento de los siguientes parámetros: 
 
1. : Coste de un servidor por estación y unidad de tiempo (fijo). 
 
2. : Coste fijo de una estación por unidad de tiempo. 
 
3.  Tasa de llegadas global del sistema. 
 
4. : Número de estaciones de servicio, pertenecen a un conjunto de valores . 
Obviamente, . 
El problema consiste en encontrar   i  tales que minimicen el coste esperado total 
sujeto a un conjunto de valores determinados  por el número de estaciones del sistema. 
 
 
 
Sujeto a   i   
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4 Implementación en una web de la teoría de colas 
 
4.1 Filosofía de la Implementación 
 
Este proyecto ha sido implementado utilizando MACROMEDIA DREAMWEBER 8 
como herramienta para crear la WEB  “Web sobre Teoría de Colas”. 
 
La programación de las aplicaciones donde se han implementado todos los modelos de 
colas descritos en este proyecto se ha realizado mediante Java utilizando para ello el kit 
de desarrollo JDK de la SUN MICROSYSTEMS, en concreto jdk1.6.0_06.  
 
Podemos desarrollar aplicaciones Java que se ejecuten en nuestra máquina, sin 
necesidad de estar conectados a la red, y sin auxilio de navegadores (browsers). 
 
Mientras los programas Java para Internet y páginas HTML se llaman Applets, los que 
pueden ejecutarse fuera de la red se llaman genéricamente aplicaciones    
Los modelados de las colas que se han implementado en este proyecto se han realizado 
mediante Applets para así poder colgar la WEB en cualquier servidor  por ejemplo en el 
servidor apache http://www.apache.org/, ya que aparte de ser libre es muy configurable. 
Aun así nuestros Applets son aplicaciones ya que se ejecutan utilizando un navegador 
sin estar conectados a la red. 
Todo Applet debe heredar de una clase applet ya que adquiere parte de su funcionalidad 
de esa clase, como puede ser la comunicación con el navegador y una presentación 
como interfaz gráfico de usuario.  
En una Interfaz Gráfica de Usuario (IGU) todo sucede a través de eventos. El usuario 
tiene una ventana e interactúa con ella produciendo eventos, como el de picar en un 
botón, por ejemplo, como es nuestro caso donde clicando con el ratón sobre un botón 
dentro del applet obtendremos que se inicialice el flujo del programa.  
El último paso a hacer en la creación de un Applet es su inclusión en una página web ya 
que éstos están diseñados para ser incrustados en páginas web bajo la etiqueta HTML 
APPLET especificando como mínimo donde se encuentra nuestra clase applet.  
Los archivos HTML, que son los archivos con los que hemos implementado la WEB 
sobre Teoría de colas, son archivos de texto, que contienen una descripción de lo que 
vemos como página en nuestro navegador. La sigla HTML significa Hypertext Markup 
Languaje (lenguaje de marcación de hipertexto),  y es el lenguaje que describe las 
páginas Web.  
Los programas Java son, al fin, otro recurso más, como pueden serlo una página HTML 
o un archivo gráfico. Al igual que estos últimos, viajan desde el servidor a la máquina 
cliente, y se ejecutan en ésta. 
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La Máquina Virtual Java (JVM) es el entorno en el que se ejecutan los programas Java, 
su misión principal es la de garantizar la portabilidad de las aplicaciones Java. 
Define esencialmente un ordenador abstracto y especifica las instrucciones (bytecodes) 
que este ordenador puede ejecutar. El intérprete Java específico es .class. Las tareas 
principales de la JVM  son las siguientes: 
 Reservar espacio en memoria para los objetos creados 
 Liberar la memoria no usada  
 Asignar variables a registros y pilas 
 Llama al sistema huésped para ciertas funciones, como los accesos a los 
dispositivos 
 Vigilar el cumplimiento de las normas de seguridad de las aplicaciones Java 
Esta última tarea, es una de las más importantes que realiza la JVM. Además, las 
propias especificaciones del lenguaje Java contribuyen extraordinariamente a este 
objetivo: 
Las referencias a arrrays son verificadas en el momento de la ejecución del programa 
No hay manera de manipular de forma directa los punteros 
La JVM gestiona automáticamente el uso de la memoria, de modo que no queden 
huecos. 
No se permiten realizar ciertas conversiones entre distintos tipos de datos. 
Por ejemplo, cuando el navegador encuentra una página web con un applet pone en 
marcha la JVM y proporciona la información que aparece en la etiqueta <APPLET> 
…<APPLET>. El cargador de clases dentro de la JVM ve que clases necesita el applet. 
Dentro del proceso de carga, las clases se examinan mediante un verificador que 
asegura que las clases contienen código válido y no malicioso. Finalmente, se ejecuta el 
applet.  
En el siguiente apartado veremos los scripts realizados en cada modelo de cola para 
poder llegar a compilarlos y así conseguir los archivos .class que son independientes a 
la pagina HTML y sin él (o sin ellos, dado que muchos Applets se componen de más de 
un archivo .class) el applet no funcionaria y el navegador no lo podría cargar.  
Es importante indicar que los nombres de los programas fuente deben de tener el mismo 
nombre de la clase que define (incluso el uso de mayúsculas y minúsculas) y deben de 
tener la extensión .java. Si no cumplimos estos requisitos no lo podremos compilar en la 
JVM. 
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4.2 Modelado de las colas mediante Applets 
 
Como en todos los lenguajes de programación, los archivos fuente son creados en un 
simple editor de texto o en un editor que pueda grabar archivos ASCII sin ningún tipo 
de formato.  
 
En nuestro caso hemos utilizado el Bloc de Notas para crear los scripts que 
posteriormente guardaremos como un archivo .java que será el archivo que 
compilaremos en el JVM  para crear el archivo .class que será el CODE de nuestro 
applet. 
 
4.2.1 Script del Applet M/M/1 
 
// El nombre del archivo fuente:   MM1.java 
 
import java.applet.Applet;  
import java.awt.*; 
 
public class MM1 extends Applet 
{ 
 
    public MM1() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(10, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/1"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener n clientes en el sistema (Pn)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(b1); 
        add(p3); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        validate(); 
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    } 
 
    void compute() 
    { 
      
        double val1 = p1.getValue(); // Asigna valor a Lambda 
        double val2 = p2.getValue(); // Asigna valor a mu 
        double val3 = val1 / val2; // Ro 
        double val4 = val2 - val1; 
        double val5 = val1 / val4; // L 
        double val6 = ( Math.pow(val1, 2.0D) / (val2 * val4) ); // Lq 
        double val7 = 1.0D / val4; // W  
        double val8 = ( val1 / ( val4 * val2 )); // Wq 
        double val9 = val3 * ( 1.0D - val3 ); // Pn 
        p3.setValue(val3); // Visualiza Ro 
        p4.setValue(val9); // Visualiza Pn 
        p5.setValue(val5); // visualiza L 
        p6.setValue(val6); // visualiza Lq 
        p7.setValue(val7); // visualiza W 
        p8.setValue(val8); // visualiza Wq 
  
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,false ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
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    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("M/M/1 Applet/Aplicacion"); 
        MM1 mm1 = new MM1(); 
        mm1.init(); 
        mainframe.add("Center", mm1); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
 
4.2.2 Script del Applet M/M/S 
 
// El nombre del archivo fuente:   MMS.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MMS extends Applet 
{ 
    public MMS() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(11, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/S"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de servidores (S)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
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        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(b1); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        add(p9); 
        validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val1 = p1.getValue(); // Asigna el valor a Lambda 
        double val2 = p2.getValue(); // Asigna el valor a mu 
        int j = (int)p3.getValue(); // valor de numero de servidores en valor entero 
 double val3 = val1 / ((double)j * val2); // Ro 
 double val4 = 0.0D; 
 for (int i = 0; i <= j - 1; i++) 
val4 += Math.pow((double)j * val3, i) / factorial (i); // Sumatorio para 
todo n entre 0 y S-1   
 
double val5 = 1.0D / (val4 + Math.pow((double)j * val3, j) * (1.0D / factorial(j)) *  
   (1.0D / (1.0D - val3))); // P0   
double val6 = val5 * (Math.pow(val1 / val2, j) / factorial(j)) * (val3 /  
    Math.pow(1.0D - val3, 2.0D)); // Lq 
       double val7 = val6 / val1; // Wq 
       double val8 = val7 + ( 1.0D / val2 ); // W 
       double val9 = val6 + ( val1 / val2 ); // L 
        p4.setValue(val3); 
        p5.setValue(val5); 
        p6.setValue(val9); 
        p7.setValue(val6); 
        p8.setValue(val8); 
        p9.setValue(val7); 
  
    } 
 
    double factorial(double val1) 
    { 
        if(val1 > 0.0D) 
            return val1 * factorial(val1 - 1.0D); 
        else 
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            return 1.0D; 
 
    }     
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,false ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("MMS Applet/Aplicacion"); 
        MMS mms = new MMS(); 
        mms.init(); 
        mainframe.add("Center", mms); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
     
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
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    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
4.2.3 Script del Applet M/M/1/K 
 
// El nombre del archivo fuente:   MM1K.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MM1K extends Applet 
{ 
 
    public MM1K() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(10, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/1/K"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de clientes con limitación de capacidad (K)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(b1); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
 validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); // Asigna valor de lambda 
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        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor de mu 
        double val2 = p3.getValue(); // Asigna valor de K 
        double val3 = val0 / val1; // Ro 
        double val4 = val2 + 1.0D;   
        double val5 = Math.pow(val3, val4); 
        double val6 = ((val3 / (1 - val3)) - ((val4 * val5) / (1.0D - val5))); // L 
        double val7 = (1.0D - ((1.0D - val3) / (1.0D - val5)));  
        double val8 = val6 - val7; // Lq 
        double val9 = val0 * (1.0D - ((Math.pow(val3, val2) - val5) / (1.0D - val5)));            
        double val10 = val6 / val9; // w  
        double val11 = val8 / val9; // Wq 
        p4.setValue(val3); 
        p5.setValue(val6); 
        p6.setValue(val8); 
        p7.setValue(val10); 
        p8.setValue(val11); 
    } 
 
        public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("MM1k Applet/Aplicacion"); 
        MM1K mm1k = new MM1K(); 
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        mm1k.init(); 
        mainframe.add("Center", mm1k); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
4.2.4 Script del Applet M/M/S/K 
 
// El nombre del archivo fuente:   MMSK.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MMSK extends Applet 
{ 
    public MMSK() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(13, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/S/K"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de servidores (S)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Número de clientes con limitación de capacidad (K)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener K clientes en el sistema (PK)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p10 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p11 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
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        add(p2); 
        add(p3); 
        add(p4); 
        add(b1); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        add(p9); 
        add(p10); 
        add(p11); 
        validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); // Asigna valor de lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor de mu 
        int j = (int)p3.getValue(); // Asigna valor de número de Servidores 
       double val2 = p4.getValue(); // Asigna valor de K 
       double val3 = val0 / ((double)j * val1); // Ro 
       double val4 = 0.0D; 
 for (int i = 0; i <= j - 1; i++) 
val4 += Math.pow(j * val3, i) / factorial (i); // Sumatorio para todo n   
entre 0 y S-1   
      double val5 = 0.0D; 
 for (int i = j; i <= val2; i++) 
val5 += ((Math.pow(j*val3, j) * Math.pow(val3, i - j))) / factorial (j);  // 
Sumatorio para todo n entre S y K 
      double val6 = 1.0D / ( val4 + val5 ); // Po 
      double val7 = Math.pow(val0 / val1, j); 
      double val8 = Math.pow(val3,( val2 - j));  
      double val9 = ( 1.0D - val8 - ((val2 - j) * val8 * (1.0D - val3 ))); 
      double val10 = ( 1.0D / factorial (j) ); 
      double val11 = val6 * val7 * val9 * val10 * ( val3 / Math.pow(1 - val3, 2.0D)); // Lq  
      double val12 = ((Math.pow(j*val3, j) * Math.pow(val3, val2 - j))) / factorial (j);    
      double val13 = val12 * val6; // Pk 
      double val14 = val0 * ( 1.0D - val13 ); // _ lambda _ 
      double val15 = val11 + ( val14 / val1 ); // L 
      double val16 = ( val15 / val14 ); // W 
      double val17 = ( val11 / val14 ); // Wq 
      p5.setValue(val3); 
      p6.setValue(val6); 
      p7.setValue(val13); 
      p8.setValue(val15); 
      p9.setValue(val11); 
      p10.setValue(val16); 
      p11.setValue(val17); 
  
    } 
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    double factorial(double val0) 
    { 
        if(val0 > 0.0D) 
            return val0 * factorial(val0 - 1.0D); 
        else 
            return 1.0D; 
 
    }     
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
        public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("MMSK Applet/Aplicacion"); 
        MMSK mmsk = new MMSK(); 
        mmsk.init(); 
        mainframe.add("Center", mmsk); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
     
    } 
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    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    ParametrosPanel p10; 
    ParametrosPanel p11;  
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
4.2.5 Script del Applet M/M/1/../N 
 
// El nombre del archivo fuente:   MM1N.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MM1N extends Applet 
{ 
 
    public MM1N() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(11, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/1/N"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de clientes en una población finita (N)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(b1); 
        add(p4); 
        add(p5); 
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        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        add(p9); 
       validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); // Asigna valor de lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor de mu 
        double val2 = p3.getValue(); // Asigna valor de N 
        double val3 = val0 / val1; // Ro 
        double val4 = 0.0D; 
 for (int i = 0; i <= val2; i++) 
val4 += (Math.pow(val3, i) * factorial (val2)) / factorial (val2 - i); // 
Sumatorio para n entre 0 y N 
       double val5 = val2 - ((( val0 + val1 ) * (1.0D - val4)) / val0 ); // Lq 
       double val6 = val2 - ((val1 * (1.0D - val4)) / val0 ); // L 
       double val7 = ( val2 - val6 ) * val0;  
       double val8 = val6 / val7; // W 
       double val9 = val5 / val7; // Wq 
       double val10 = ( 1.0D / val4 ); // P0 
       p4.setValue(val3); 
       p5.setValue(val10); 
       p6.setValue(val6); 
       p7.setValue(val5); 
       p8.setValue(val8); 
       p9.setValue(val9); 
    } 
 
    double factorial(double val0) 
    { 
        if(val0 > 0.0D) 
            return val0 * factorial(val0 - 1.0D); 
        else 
            return 1.0D; 
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,false ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
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    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("MM1N Applet/Aplicacion"); 
        MM1N mm1n = new MM1N(); 
        mm1n.init(); 
        mainframe.add("Center", mm1n); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
4.2.6 Script del Applet M/M/S/../N 
 
// El nombre del archivo fuente:   MMSN.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MMSN extends Applet 
{ 
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    public MMSN() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(12, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/M/S/N"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de servidores (S)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Número de clientes en una población finita (N)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p10 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(p4); 
        add(b1); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        add(p9); 
        add(p10); 
        validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); // Asigna valor de lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor de mu 
        int j = (int)p3.getValue(); // Asigna valor de número de Servidores S 
        double val3 = p4.getValue(); // Asigna valor de N 
        double val4 = val0 / (j * val1); // Ro 
        double val5 = 0.0D; 
 for (int i = 0; i <= j - 1; i++) 
val5 += Math.pow(val4 * j, i) * ( factorial (val3) / ((factorial (val3 - i)) * 
factorial (i))) ; // Primer Sumatorio para todo n entre 0 y S-1 para Cn   
        double val6 = 0.0D; 
 for (int i = j; i <= val3; i++) 
val6 += Math.pow(val4,i - j) * Math.pow(val4 * j, j)*( factorial (val3) / 
((factorial (val3 - i)) * factorial (j))) ; // Segundo Sumatorio para todo n entre S y 
N para Cn   
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       double val7 = val5 + val6; // Cn 
       double val8 = 1.0D / val7; // P0 
       double val9 = 0.0D; 
 for (int i = j; i <= val3-j; i++) 
val9 += val8 * Math.pow(val4,i - j) * Math.pow(val4 * j, j)*( factorial 
(val3) / ((factorial (val3 - i)) * factorial (j))) ; // Lq 
      double val10 = 0.0D; 
 for (int i = 0; i <= val3; i++) 
val10 += val8*i*Math.pow(val4 * j, j) * Math.pow(val4,i - j)*( factorial 
(val3) / ((factorial (val3 - i)) * factorial (j)));//L   
      double val11 = ( val3 - val10 ) * val0; // _lambda_ 
      double val12 = ( val10 / val11 ); // W 
      double val13 = ( val9 / val11 ); // Wq   
      p5.setValue(val4); 
      p6.setValue(val8); 
      p7.setValue(val10); 
      p8.setValue(val9); 
      p9.setValue(val12); 
      p10.setValue(val13); 
  
    } 
 
    double factorial(double val0) 
    { 
        if(val0 > 0.0D) 
            return val0 * factorial(val0 - 1.0D); 
        else 
            return 1.0D; 
 
    }     
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
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        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
        public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("MMSN Applet/Aplicacion"); 
        MMSN mmsn = new MMSN(); 
        mmsn.init(); 
        mainframe.add("Center", mmsn); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
     
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    ParametrosPanel p10; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
4.2.7 Script del Applet M/G/1 
 
// El nombre del archivo fuente:   MG1.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MG1 extends Applet 
{ 
 
    public MG1() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
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    { 
        setLayout(new GridLayout(11, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/G/1"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Desviación estándar o varianza (sigma)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(b1); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        add(p9); 
        validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); // Asigna valor a lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor a mu 
        double val2 = p3.getValue();// Asigna valor a sigma 
        double val3 = val2 * val2; 
        double val4 = val0 * val0; 
        double val5 = ( val0 / val1 ); // Ro 
        double val6 = ( val4 * val3 ) + Math.pow(val5, 2.0D ); 
        double val7 = 2.0D * ( 1 - val5); 
        double val8 = val6 / val7; // Lq 
        double val9 = val8 / val0; // Wq 
        double val10 = val9 + ( 1.0D / val1 ); // W 
        double val11 = val0 * val10; // L 
        double val12 = 1.0D - val5; // P0  
        p4.setValue(val5); 
        p5.setValue(val12); 
        p6.setValue(val11); 
        p7.setValue(val8); 
        p8.setValue(val10); 
        p9.setValue(val9); 
 
    } 
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    public void paint(Graphics g) 
 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("M/G/1 Applet/Aplicacion"); 
        MG1 mg1 = new MG1(); 
        mg1.init(); 
        mainframe.add("Center", mg1); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    Button b1; 
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    EtiquetaPanel titulo; 
} 
4.2.8 Script del Applet M/D/1 
 
// El nombre del archivo fuente:   MD1.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MD1 extends Applet 
{ 
 
    public MD1() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(10, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/D/1"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(b1); 
        add(p3); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
        validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0 = p1.getValue(); //Asigna valor a lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor a mu 
        double val2 = val0 / val1; 
        double val3 = Math.pow(val2, 2.0D) / (2.0D * (1.0D - val2)); // Lq 
        double val4 = val3 / val0; // Wq 
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        double val5 = val4 + ( 1.0D / val1 ); // W 
        double val6 = val0 * val5; // L   
        double val7 = 1.0D - val2; // P0  
        p3.setValue(val2); 
        p4.setValue(val7); 
        p5.setValue(val6); 
        p6.setValue(val3); 
        p7.setValue(val5); 
        p8.setValue(val4); 
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("M/D/1 Applet/Aplicacion"); 
        MD1 md1 = new MD1(); 
        md1.init(); 
        mainframe.add("Center", md1); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
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    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
4.2.9 Script del Applet M/Ek/1 
 
// El nombre del archivo fuente:   MEK1.java 
 
import java.applet.Applet; 
import java.awt.*; 
 
public class MEK1 extends Applet 
{ 
 
    public MEK1() 
    { 
    } 
 
    public void init() 
    { 
        setLayout(new GridLayout(11, 0, 5, 5)); 
        titulo = new EtiquetaPanel("Modelo M/EK/1"); 
        p1 = new ParametrosPanel("Tasa de llegada (lambda)"); 
        p2 = new ParametrosPanel("La tasa de servicio (mu)"); 
        p3 = new ParametrosPanel("Número de estados (k)"); 
        p4 = new ParametrosPanel("Factor de carga del sistema (ro)"); 
        p5 = new ParametrosPanel("Probabilidad de tener 0 clientes en el sistema (P0)"); 
        p6 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en sistema (L)"); 
        p7 = new ParametrosPanel("Promedio de clientes en la cola  (Lq)"); 
        p8 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en Sistema (W)"); 
        p9 = new ParametrosPanel("Tiempo medio en la cola (Wq)"); 
        b1 = new Button("Haga clic aquí para aplicar el modelo"); 
        add(titulo); 
        add(p1); 
        add(p2); 
        add(p3); 
        add(b1); 
        add(p4); 
        add(p5); 
        add(p6); 
        add(p7); 
        add(p8); 
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        add(p9); 
 validate(); 
    } 
 
    void compute() 
    { 
        double val0  = p1.getValue(); // Asigna valor a lambda 
        double val1 = p2.getValue(); // Asigna valor a mu 
        double val2 = p3.getValue(); // Asigna valor a parámetro k. 
        double val3 = val0 / val1; // Ro 
        double val4 = ( 1.0D + val2 ) / ( 2.0D * val2 ); 
        double val5 = Math.pow(val3, 2.0D) / ( 1.0D - val3 ); 
        double val6 = val4 * val5; // Lq 
        double val7 = val6 / val0; // Wq 
        double val8 = val7 + ( 1.0D / val1 ); // W 
        double val9 = val8 * val0; // L 
        double val10 = 1.0D - val3; // P0  
        p4.setValue(val3); 
        p5.setValue(val10); 
        p6.setValue(val9); 
        p7.setValue(val6); 
        p8.setValue(val8); 
        p9.setValue(val7);     
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
            g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
      
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    public boolean action(Event event, Object obj) 
    { 
        if(event.target instanceof Button) 
        { 
            compute(); 
            return true; 
        } else 
        { 
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            return false; 
        } 
    } 
 
    public static void main(String args[]) 
    { 
        MainFrame mainframe = new MainFrame("M/EK/1 Applet/Aplicacion"); 
        MEK1 mek1 = new MEK1(); 
        mek1.init(); 
        mainframe.add("Center", mek1); 
        mainframe.pack(); 
        mainframe.show(); 
    } 
 
    ParametrosPanel p1; 
    ParametrosPanel p2; 
    ParametrosPanel p3; 
    ParametrosPanel p4; 
    ParametrosPanel p5; 
    ParametrosPanel p6; 
    ParametrosPanel p7; 
    ParametrosPanel p8; 
    ParametrosPanel p9; 
    Button b1; 
    EtiquetaPanel titulo; 
} 
 
4.2.10 Scripts comunes a todos los modelos 
 
Main Frame 
 
\\ Con este subprograma, pasemos a completar nuestro manejador de eventos 
 
import java.awt.*; 
class MainFrame extends Frame 
{ 
    MainFrame(String s) 
    { 
        super(s); 
    } 
    public boolean handleEvent(Event event) 
    { 
        if(event.id == Event.WINDOW_DESTROY) 
            System.exit(0); 
        return super.handleEvent(event); 
    } 
} 
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ParametrosPanel 
 
\\ Con este subprograma, pasemos a controlar las excepciones debido a los valores 
asignados  
 
import java.awt.*; 
 
class ParametrosPanel extends Panel 
{ 
 
    ParametrosPanel(String s) 
    { 
        setLayout(new GridLayout(1, 0, 5, 5)); 
        text = new TextField(20); 
        label = new Label(s, 1); 
        add(label); 
        add(text); 
    } 
 
    void setValue(double d) 
    { 
        text.setText(String.valueOf(d)); 
    } 
 
    double getValue() 
    { 
        double d; 
        try 
        { 
            d = Double.valueOf(text.getText()).doubleValue(); 
        } 
        catch(NumberFormatException numberformatexception) 
        { 
            d = 0.0D; 
        } 
        return d; 
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
        g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
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        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
 
    TextField text; 
    Label label; 
} 
 
 
EtiquetaPanel 
 
\\ Con este subprograma, controlamos la creación de las etiquetas dentro del panel.  
 
import java.awt.*; 
 
class EtiquetaPanel extends Panel 
{ 
 
    EtiquetaPanel(String s) 
    { 
        label = new Label(s, 1); 
        add(label); 
    } 
 
    public void paint(Graphics g) 
    { 
        Dimension dimension = size(); 
 g.setColor( Color.gray ); 
     g.fillRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1 ); 
 g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
        g.fill3DRect( 0, 0, dimension.width - 1, dimension.height - 1,true ); 
     g.setColor( Color.red ); 
    } 
 
    public Insets insets() 
    { 
        return new Insets(5, 5, 5, 5); 
    } 
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4.3 Creación de la web interactiva  
 
Para crear la WEB nos hemos apoyado básicamente en dos aplicaciones, estas dos 
aplicaciones han sido Microsoft Office Word 2007 y Macromedia DreamWeaver 8. 
 
La WEB podríamos decir que está compuesta por dos partes bien diferenciadas, una 
parte donde el usuario podrá interactuar con la aplicación que será la implementada por 
Applets y que recrea los modelos implementados de las colas y la segunda parte donde 
el usuario no podrá interactuar y que tan solo le ofrecerá información representativa del 
mundo de las colas. 
 
La parte donde el usuario podrá interactuar con la WEB introduciendo datos y 
obteniendo resultados derivados de esos datos es la que se implementado mediante 
Applet. 
 
4.3.1 Applets en la WEB 
 
Los Applets se crean con lenguaje java, java no es lo mismo que JavaScript; mientras 
JavaScript fue diseñado por Netscape Communications ( 
http://developer.netscape.com/tech/javascript/ )  para ser utilizado dentro de 
“Browsers”, Java es un lenguaje orientado a objetos desarrollado por Sun Microsystems 
( http://java.sun.com )  el cual tiene diversos usos en aplicaciones de computo más allá 
de aquellas empleadas en Internet. 
 
La principal aplicación donde se emplea Java en el cliente es denominada Applet, este 
tipo de componente tiene como objetivo otorgar mayor flexibilidad al ambiente del 
Navegador.  
 
Un applet se edita como un archivo de extensión "*.java". Una vez compilado se 
obtiene  un archivo o varios archivos "*.class". Los Applets que utilizan imágenes u 
otros archivos  se pueden agrupar en un archivo compreso "*.jar". El navegador al 
encontrar una marca <applet> en el código HTML de la página Web, descarga también 
los archivos "*.class" o los archivos "*.jar" (al que  se hace referencia en el cuerpo de 
esta marca)  del servidor y lo ejecuta en el cliente (que sería la computadora del 
usuario).  
 
El proceso que se ha utilizado para crear los Applets de colas ha sido el siguiente: 
 
Los scripts de los modelos de colas que se han generado y creado a partir del bloc de 
notas y que tienen extensión “*.txt” los podemos convertir  a archivos “java” mediante 
el mismo bloc de notas tan solo debemos de guardar el mismo archivo con extensión 
“*.java”. 
 
Los archivos con extensión java son los archivos que posteriormente compilaremos en 
la JVM para comprobar su correcto funcionamiento. 
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Para compilar el programa fuente de java se utiliza el compilador de Java, javac, dando 
el nombre del archivo fuente.  
 
El compilador javac crea un archivo con extensión “*.class” que contiene el código de 
byte compilado del programa independientemente del procesador. 
 
Para compilar los archivos hemos utilizado una edición en un entorno Windows,  por lo 
que abriremos un terminal, lo que comúnmente se conoce abrir una ventana en DOS, 
cuando se realiza dicho acceso dicha ventana tiene que estar corriendo bajo Windows, 
de no ser así no se podría compilar ni ejecutar programas. 
 
Para acceder al DOS se puede hacer de múltiples maneras por ejemplo desde inicio en 
el campo ejecutar introducimos el comando cmd 
 
 
 
Figura 10. Como acceder a un terminal 
 
Al realizar clic, aparecerá nuestra ventana de DOS.   
 
 
 
Figura 11. Ventana de DOS 
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Lo que se debe de realizar ahora es ubicarse en el directorio de trabajo, en este caso es: 
 
 
 
Figura 12. Como compilar I 
 
Luego ejecutaremos la siguiente línea de comando para compilar el archivo  
 
 
 
Figura 13. Como compilar II 
 
Con esto lo que haremos es crear el archivo “*.class” que como ya hemos comentado 
que contiene el código de byte. 
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Figura 14. Archivos con código byte 
 
Posteriormente ese archivo “*.class” se podrá incrustar en una página HTML, para ello 
el texto contenido del archivo HTML es el siguiente:  
 
<HTML> 
<HEAD> 
<TITLE> Título de la hoja</TITLE> 
</HEAD> 
<BODY> 
 
 Cuerpo de la hoja 
 
<APPLET CODE="*.class" WIDTH=150 HEIGHT=25> 
</APPLET> 
</BODY> 
</HTML> 
 
En nuestro caso para facilitar el trabajo hemos utilizado la herramienta de 
MACROMEDIA DREAMWEVER 8. 
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Figura 15. Applet I 
 
 
 
Figura 16. Applet II 
 
Este proceso lo hemos repetido para todos los modelos de colas implementados en este 
proyecto.  
 
Finalmente una vez integrado el applet en la página HTML el aspecto final es el 
siguiente, tomando como ejemplo el modelo M/M/1: 
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Figura 17. Simulador MM1 ( I) 
 
Podemos comprobar que en la barra de tarea la plataforma Java está funcionando debido 
a que nuestro Applet o aplicación se ha inicializado y esta a la espera de recibir un 
evento como es el clicar el botón para aplicar el modelo con los datos introducidos en 
este caso en los parámetros  y .    
 
Si introducimos los datos teniendo en cuenta las condiciones de cada modelo, el applet 
nos dará el resultado de los parámetros simulados en el mismo, por ejemplo: 
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Figura 18. Simulador MM1 ( II) 
 
4.3.2 Bases teóricas en la WEB 
 
La segunda parte de la WEB donde el usuario no podrá interactuar y que tan solo le 
ofrecerá bases teóricas de los modelos de las colas, nos encontramos con un problema 
que era que debíamos de utilizar un editor de ecuaciones potente y que a su vez fuera 
soportado en una página HTML, la solución en este caso la encontramos en la 
herramienta de Microsoft Office Word 2007 ya que nos daba solución a las dos 
problemáticas, por tanto mediante esta herramienta hemos implementado esta parte de 
la WEB. 
 
Para ello lo que hemos realizado es lo siguiente, una vez describíamos en Word las 
bases teóricas más importantes para entender los modelos la solución era guardar esas 
hojas directamente con extensión HTML por lo que nos facilitaba mucho el trabajo. 
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Figura 19. Hoja HTML I 
 
El aspecto final de la hoja HTML en este caso es el siguiente: 
 
 
 
Figura 20. Hoja HTML II 
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Finalmente, a través de la herramienta MACROMEDIA DREAMWEVER 8 creamos la 
página principal de la WEB donde integramos todos los Applets y todas las hojas 
HTML con las bases teóricas, el diseño final de la WEB es el siguiente: 
 
 
 
Figura 21. Web sobre teoría de colas 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
92 
4.4 Estudio y comparación mediante simulaciones  
 
 
Una vez terminado el simulador que hemos implementado en la WEB vamos a estudiar 
y comparar los modelos para confirmar que se ajustan a la teoría antes expuesta. Para 
ello utilizaremos las características principales de cada modelo de tal manera que 
siempre sea un sistema estable o estacionario. 
 
Alcanzar el régimen estacionario equivale a que no haya saturación en el sistema de 
colas o S.E, para lo cual es necesario que la tasa de llegadas sea menor que la tasa de 
servicio, de forma que no vaya aumentando la cola de espera indefinidamente (estado de 
saturación).  
 
4.4.1 Estudio de los modelos mediante simulaciones 
 
Haciendo uso de los Applets implementados hemos obtenido un estudio detallado de 
cada cola y hemos confirmado que su funcionamiento es correcto.  
 
Para ello nos hemos centrado en las variables que consideramos más representativas de 
las colas como son la longitud de cola ( ) que es el indicador de la cantidad de 
usuarios que están esperando ser atendidos y del tiempo de espera que es el tiempo que 
el usuario se encuentra en el sistema sin ser atendido ( ).  
 
La simulación empleada en cada cola ha sido la siguiente: 
 
4.4.1.1 Simulación del cola M/M/1 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas) y  (Tasa media de servicio para 
todo el sistema) en los Applets hemos obtenido los valores que se muestran en la 
siguiente tabla: 
  
SIMULACION MODELO MM1 
λ  µ  ρ Pn L Lq W Wq 
0  0 0 0 0 0 0 
2 10 0,2 0,16 0,25 0,05 0,125 0,025 
2 5 0,4 0,24 0,666 0,266 0,333 0,133 
2 3,33 0,6 0,238 1,538 0,932 0,769 0,466 
2 2,5 0,8 0,159 4 3,2 2 1,6 
2 2,22 0,9 0,089 9,09 8,19 4,545 4,095 
2 2,1 0,95 0,045 19,999 19,047 9,999 9,523 
2 2 1 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 1. Simulación de MM1   
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Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada de Markoviana (el 
proceso estocástico asociado a una línea de espera tiene la propiedad markoviana, es 
decir la probabilidad condicional de llegar a un estado futuro depende exclusivamente 
del estado actual en el que se encuentre el sistema, sin importar el estado inicial de 
dicho sistema), tiempo de servicio Markoviano, un servidor.  
 
El S.E. alcanzará el régimen estacionario si el cociente entre la tasa media de llegadas y 
la tasa media de salidas es inferior a la unidad, . El cociente anterior se suele 
describir como ,  y denota el factor carga del S.E.  
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 22. Simulación de MM1: Comportamiento de  Vs. .   
 
En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
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Figura 23. Simulación de MM1: Comportamiento de  Vs. .   
 
4.4.1.2 Simulación del cola M/M/S 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema) y numero de servidores  que atienden el servicio, en los Applets 
hemos obtenido los valores que se muestran en la siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MMS 
λ  µ  S ρ P0 L Lq W Wq 
0  10 0 0 0 0 0 0 
10 5 10 0,2 0,135 2 1,193E-05 0,200 1,193E-06 
10 2,5 10 0,4 0,018 4,005 0,005 4,005E-01 5,876E-04 
10 1,66 10 0,6 0,002 6,180 0,156 0,618 1,560E-02 
10 1,25 10 0,8 2,765E-04 9,636 1,636 0,963 1,630E-01 
10 1,11 10 0,9 6,855E-05 15,112 6,103 1,511 6,103E-01 
10 1,05 10 0,95 2,346E-05 26,193 16,660 2,619 1,666 
10 1 10 1 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 2. Simulación de MMS 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio Markoviano, con un conjunto de servidores en paralelo que cumplen   
y con llegadas aleatorias o de Poisson.  
 
El S.E. alcanzará el régimen estacionario si el cociente entre la tasa promedio de 
llegadas y la tasa promedio de salidas es inferior a la unidad, . El cociente 
anterior se suele describir como ,  y denota el factor carga del S.E.  
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
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Figura 24. Simulación de MMS: Comportamiento de  Vs. .   
 
En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 25. Simulación de MMS: Comportamiento de  Vs. .   
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4.4.1.3 Simulación del cola M/M/1/K 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema), y  (Valor máximo usuarios simultáneos que se admiten en el 
sistema), en los Applets hemos obtenido los valores que se muestran en la siguiente 
tabla: 
 
SIMULACION MODELO MM1K 
λ  µ  K ρ L Lq W Wq 
0  10 0 0 0 0 0 
2 10 10 0,2 0,249 0,049 0,124 0,024 
2 5 10 0,4 0,666 0,266 0,333 0,133 
2 3,33 10 0,6 1,463 0,864 0,733 0,433 
2 2,5 10 0,8 2,966 2,185 1,518 1,118 
2 2,22 10 0,9 3,978 3,123 2,096 1,646 
2 2,1 10 0,95 4,514 3,629 2,428 1,951 
2 2 10 1 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 3. Simulación de MM1K 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio Markoviano, con un único servidor y que tiene limitado el número de 
usuarios simultáneos en el S.E.  
 
El número de clientes en el S.E. no puede superar el valor positivo , este sistema 
siempre alcanza un estado de equilibrio ya que  . 
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 26. Simulación de MM1K: Comportamiento de  Vs. .   
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En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 27. Simulación de MM1K: Comportamiento de  Vs. .   
 
Si comprobamos el comportamiento para un  
 
Los valores obtenidos son los siguientes: 
 
SIMULACION MODELO MM1K 
λ  µ  K ρ L Lq W Wq 
0 1 5 0 0 0 0 0 
2 10 10 0,2 0,249 0,049 0,324 0,024 
2 5 50 0,4 0,666 0,266 0,333 0,133 
2 3,33 100 0,6 1,503 0,903 0,751 0,451 
2 2,5 500 0,8 4 3,2 2,000 1,600 
2 2,22 1000 0,9 9 8,1 4,545 4,095 
2 2,1 5000 0,95 19,040 18,090 9,523 9,048 
2 2 10000 1 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 4. Simulación de MM1K con  
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La longitud de cola Vs. el factor de carga del sistema es la siguiente: 
 
 
 
Figura 28. Simulación de MM1K con : Comportamiento de  Vs. .   
 
El tiempo de espera en la cola Vs. el factor de carga del sistema es la siguiente: 
 
 
 
Figura 29. Simulación de MM1K con : Comportamiento de  Vs. .   
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4.4.1.4 Simulación del cola M/M/S/K 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema), numero de servidores  que atienden el servicio y  (Valor máximo 
usuarios simultáneos que se admiten en el sistema), en los Applets hemos obtenido los 
valores que se muestran en la siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MMSK 
λ  µ  S K ρ P0 Pk L Lq W Wq 
0  5 10 0 0 0 0 0 0 0 
10 10 5 10 0,2 0,367 9,81E-07 1 9,563E-04 0,1 9,563E-05 
10 5 5 10 0,4 0,134 3,67E-04 2,037 0,038 0,203 3,800E-03 
10 3,33 5 10 0,6 0,047 7,47E-03 3,256 0,275 0,328 2,770E-02 
10 2,5 5 10 0,8 8,900E-03 7,15E-02 5,395 1,269 0,581 0,136 
10 2,22 5 10 0,9 8,200E-03 7,600E-02 5,484 1,322 0,593 0,143 
10 2,105 5 10 0,95 6,100E-03 9,570E-02 5,836 1,541 0,645 0,170 
10 2 5 10 1 4,500E-03 0.117 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 5. Simulación de MMSK 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio Markoviano, con un múltiples servidores y que tiene limitado el número de 
usuarios simultáneos en el S.E.  
 
El número de clientes en el S.E. no puede superar el valor positivo , este sistema 
siempre alcanza un estado de equilibrio ya que  . 
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 30. Simulación de MMSK: Comportamiento de  Vs. .   
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En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 31. Simulación de MMSK: Comportamiento de  Vs. .   
 
4.4.1.5 Simulación del cola M/M/1/../N 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema), y  (población potencial finita), en los Applets hemos obtenido los 
valores que se muestran en la siguiente tabla: 
 
 
SIMULACION MODELO MM1/../N 
λ  µ  N ρ P0 L Lq W Wq 
0  10 0 0 0 0 0 0 
2 10 10 0,2 0,0183 5,091 4,110 0,518 0,418 
2 5 10 0,4 2,16E-04 7,5 6,5 1,5 1,3 
2 3,33 10 0,6 8,54E-06 8,335 7,335 2,503 2,202 
2 2,5 10 0,8 7,353E-07 8,75 7,75 3,5 3,1 
2 2,22 10 0,9 2,379E-07 8,9 7,9 4,045 3,590 
2 2,1 10 0,95 1,57E-07 8,95 7,95 4,261 3,785 
2 2 10 1 1,013E-07 9 8 4,5 4 
 
Tabla 6. Simulación de MM1/../N 
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Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio Markoviano, con un único servidor y con población potencial finita.  
 
El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario, donde la tasa es nula 
para . 
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 32. Simulación de MM1/../N: Comportamiento de  Vs. .   
 
En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 33 Simulación de MM1/../N: Comportamiento de  Vs. .   
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Si comprobamos el comportamiento para un  
 
Los valores obtenidos son los siguientes: 
 
SIMULACION MODELO 
MM1N 
λ  µ  N ρ P0 L Lq W Wq 
0 5 5 0 0 0 0 0 0 
2 10 150 0,2 8,26E-161 
145,0
00 
144,00
0 14,500 
14,40
0 
2 5 125 0,4 2,41E-161 122,5 121,5 24,5 24,3 
2 3,33 100 0,6 2,81E-137 
98,33
5 97,335 29,530 
29,22
9 
2 2,5 75 0,8 2,14E-103 73,75 72,75 29,5 29,1 
2 2,22 50 0,9 2,00E-63 48,5 47,9 22,020 
21,57
0 
2 2,1 25 0,95 8,08E-26 23,95 22,95 11,376 
10,90
1 
2 2 10 1 1,01E-07 9 8 4,5 4 
 
Tabla 7. Simulación de MM1/../N con   
 
La longitud de cola Vs. el factor de carga del sistema es la siguiente: 
 
 
 
Figura 34. Simulación de MM1/../N con : Comportamiento de  Vs. .   
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El tiempo de espera en la cola Vs. el factor de carga del sistema es la siguiente: 
 
 
 
Figura 35 Simulación de MM1/../N con : Comportamiento de  Vs. .   
 
4.4.1.6 Simulación del cola M/M/S/../N 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema), numero de servidores  que atienden el servicio y  (población 
potencial finita), en los Applets hemos obtenido los valores que se muestran en la 
siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MMS/../N 
λ  µ  S N ρ P0 L Lq W Wq 
0  5 20 0 0 0 0 0 0 
10 10 5 20 0,2 1,014E-08 15 0,55 0,3 0,3 
10 5 5 20 0,4 1,178E-13 17,5 0,108 0,7 4,300E-03 
10 3,33 5 20 0,6 8,005E-17 18,335 0,027 1,101 1,600E-03 
10 2,5 5 20 0,8 3,922E-19 18,750 0,009 1,5 7,299E-04 
10 2,22 5 20 0,9 4,193E-20 18,890 0,005 1,701 5,080E-04 
10 2,105 5 20 0,95 1,533E-20 18,947 0,005 1,8 4,303E-04 
10 2 5 20 1 5,806E-21 19 3,650E-03 1,9 3,659E-04 
 
Tabla 8. Simulación de MMS/../N 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio Markoviano, con un múltiples  servidores y con población potencial finita.  
 
El sistema de espera siempre alcanzara un régimen estacionario, con población finita de 
usuarios limitados por el valor  . Para simplificar se supone . 
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La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 36. Simulación de MMS/../N: Comportamiento de  Vs.  
 
En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 37. Simulación de MMS/../N: Comportamiento de  Vs.  
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4.4.1.7 Simulación del cola M/G/1 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema, y  (varianza del tiempo de servicio), en los Applets hemos obtenido 
los valores que se muestran en la siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MG1 
λ  µ  σ ρ P0 L Lq W Wq 
0  1 0 0 0 0 0 0 
2 10 1 0,2 0,8 2,725 2,525 1,362 1,262 
2 5 1 0,4 0,6 3,866 3,466 1,933 1,733 
2 3,33 1 0,6 0,399 6,059 5,459 3,029 2,729 
2 2,5 1 0,8 0,199 12 11,6 6 5,8 
2 2,22 1 0,9 0,099 25,177 24,276 12,588 12,138 
2 2,1 1 0,95 0,047 52,476 51,523 26,238 25,761 
2 2 1 1 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 9. Simulación de MG1 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio con distribución general (permite cualquier distribución arbitraria), con un 
múltiples  servidores y con población potencial finita.  
 
La teoría de los modelos no exponenciales demuestra que para alcanzar un estado 
estacionario es suficiente que la relación entre tasas de llegadas y la tasa de salidas del 
sistema por unidad de tiempo sea inferior a la unidad, es decir, el factor carga del 
sistema  tiene que cumplir que . 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 38. Simulación de MG1: Comportamiento de  Vs.  
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En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 39. Simulación de MG1: Comportamiento de  Vs.  
 
4.4.1.8 Simulación del cola M/Ek/1 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas),   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema, y  (parámetro de la distribución Erlang), en los Applets hemos 
obtenido los valores que se muestran en la siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MEK1 
λ  µ  K ρ P0 L Lq W Wq 
0  2 0 0 0 0 0 0 
2 10 2 0,2 0,8 0,237 3,750E-02 1,188E-01 1,875E-02 
2 5 2 0,4 0,6 0,6 0,2 0,3 0,1 
2 3,33 2 0,6 3,993E-01 1,277 6,773E-01 6,389E-01 3,386E-01 
2 2,5 2 0,8 0,199 3,2 2,4 1,6 1,2 
2 2,22 2 0,9 0,099 7,043 6,142 3,521 3,071 
2 2,1 2 0,95 0,0476 15,238 14,285 7,619 7,142 
2 2 2 1 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 10. Simulación de MEk1 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio con distribución de Erlang (con parámetro forma k), con un único servidor.  
 
Alcanzará un estado estacionario cuando el factor carga del sistema  cumple que 
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La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 40. Simulación de MEk1: Comportamiento de  Vs.  
 
En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 41. Simulación de MEk1: Comportamiento de Vs.  
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4.4.1.9 Simulación del cola M/D/1 
 
Asignado los valores de  (Tasa media de llegadas) y   (Tasa media de servicio para 
todo el sistema, en los Applets hemos obtenido los valores que se muestran en la 
siguiente tabla: 
 
SIMULACION MODELO MD1 
λ  µ  ρ P0 L Lq W Wq 
0  0 0 0 0 0 0 
2 10 0,2 0,8 0,225 0,025 1,125E-01 1,250E-02 
2 5 0,4 0,6 0,533 0,133 0,266 0,066 
2 3,33 0,6 0,399 1,052 0,451 0,526 2,257E-01 
2 2,5 0,8 0,199 2,4 1,6 1 0,8 
2 2,22 0,9 0,099 4,995 4,10 2,497 2,047 
2 2,1 0,95 4,760E-02 10,476 9,523 5,238 4,761 
2 2 1 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 
 
Tabla 11. Simulación de MD1 
 
Recordamos que este sistema trata de una distribución de llegada Markoviana, tiempo 
de servicio con distribución degenerada (tiempos constantes), con un único servidor.  
 
Alcanzará un estado estacionario cuando el factor carga del sistema  cumple que 
. 
 
La primera comprobación que hemos realizado ha sido ver la longitud de espera de la 
cola versus el factor de carga del S.E o utilización. 
 
 
 
Figura 42. Simulación de MD1: Comportamiento de  Vs.  
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En la segunda hemos comprobado el comportamiento del tiempo de espera de la cola 
del sistema versus el factor de carga del S.E. 
 
 
 
Figura 43. Simulación de MD1: Comportamiento de  Vs.  
 
4.4.2 Comparación de los modelos resultado de las simulaciones 
 
 Si comparamos todos los modelos que alcanzan el régimen estacionario cuando se 
cumple que el factor carga del sistema , esos modelos son MM1, MG1, 
MEk1, MD1, obtenemos lo siguiente: 
 
 
 
Figura 44. Simulación de comparar los modelos MM1, MG1, MEk1 y MD1con  
 
Podemos observar que el modelo donde la longitud de cola va a ser mayor antes de 
alcanzar el régimen estacionario en el S.E. es en el modelo MG1. 
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Si esto mismo lo aplicamos al tiempo de espera, obtenemos lo siguiente: 
 
 
 
Figura 45. Simulación de comparar los modelos MM1, MG1, MEk1 y MD1con  
 
Como podemos ver el tiempo de espera en el sistema también es mayor en el modelo de 
cola MG1. 
 
Eso significa que los usuarios que se encuentren con ese modelo implementado en 
cualquier situación seguramente estarán más penalizados a la hora de esperar que si 
hubieran encontrado otro de los modelos representados en esta comparación con 
condición  , y por tanto tardará más en alcanzar un régimen estacionario. 
 
 Si comparamos todos los modelos que tienen múltiples servidores, que son los 
modelos MMS, MMSK, MMS/../N, obtenemos lo siguiente: 
 
 
Figura 46. Simulación de comparar los modelos MMS, MMSK, MMS/../N con  
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Podemos observar que el modelo donde la longitud de cola va a ser mayor antes de 
alcanzar el régimen estacionario en el S.E. es en el modelo MMSK. 
 
También comprobamos que en el modelo MMS/../N, al tener población finita, la 
longitud de cola va disminuyendo cuando mayor es el factor de carga.  
 
Si esto mismo lo aplicamos al tiempo de espera, obtenemos lo siguiente: 
 
 
 
Figura 47. Simulación de comparar los modelos MMS, MMSK, MMS/../N con  
 
Podemos confirmar que el tiempo de espera siempre será más corto en el modelo 
MMS/../N cuando la carga del sistema sea mayor y que el mejor modelo en conjunto 
cuando haya múltiples servidores será el modelo MMSK pues es el que limita el 
número de usuarios en el S.E. y, por tanto el que, de media, el tiempo de espera será 
menor respecto a los demás modelos. 
 
 Si comparamos los modelos que tienen un único servidor pero condicionando el S.E 
ya sea limitando la población potencial de entrada al S.E. (MM/../1N) o el número 
de usuarios que puedan estar en espera (MM1K) obtenemos lo siguiente: 
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Figura 48. Simulación de comparar los modelos MM1K, MM1/../N con  
 
Podemos ver que el crecimiento de la cola es totalmente diferente, en el modelo MM1K 
cuando mayor es la carga del sistema más usuarios habrá en la cola teniendo su límite 
en el parámetro K y su crecimiento es exponencial, en cambio en el caso del modelo 
MM1/../N mientras mayor sea el factor de carga del S.E. más se suaviza el crecimiento 
de la cola hasta llegar a régimen permanente.  
 
 
 
Figura 49. Simulación de comparar los modelos MM1K, MM1/../N con  
 
Como podemos observar el tiempo de espera es menor para un modelo MM1K respecto 
a un modelo MM1/../N, aunque en el modelo MM1/../N el crecimiento del tiempo es 
más gradual que en el modelo MM1K que crece exponencialmente cuando el factor de 
carga va creciendo. 
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5 Conclusiones y perspectivas 
 
Conclusiones 
En este proyecto se ha realizado el estudio del comportamiento de algunos modelos de 
colas o líneas de espera en concreto de los modelos MM1, MMS, MM1K, MMSK, 
MM1/../N, MMS/../N, MD1, MG1, MEk1. 
 
Para este estudio se ha implementado un software de simulación en lenguaje JAVA que 
se ha incluido en una WEB. Esta aplicación ha sido la base del proyecto y nos ha 
permitido simular el comportamiento de los modelos y por tanto de los sistemas que se 
podrían extrapolar al mundo de las telecomunicaciones. 
 
El software se ha diseñado de manera que pueda utilizarse para diferentes cargas de 
sistema dependiendo de cada modelo de cola. 
 
Una vez diseñada la WEB con los Applets incluidos se han definido los parámetros para 
el estudio que a su vez nos ha permitido evaluar de manera estadística y gráfica los 
distintos modelos mediante una horquilla de simulaciones y nos ha valido para cumplir 
objetivos como: 
 
 Disminuir el tiempo dedicado a la resolución de los modelos o líneas de espera 
 Evitar el tener que resolver el modelo a mano 
 Evitar la posibilidad de cometer algún error en los cálculos 
 Poner la base para la implementación de otros modelos parecidos como puede 
ser por ejemplo D/D/1 o D/G/1. 
 Ayudar a la toma de decisiones en el caso de que se trate de un caso real, en 
especial en el mundo de las telecomunicaciones. 
 Fomentar la enseñanza y el aprendizaje de la teoría de colas en un ámbito 
docente. 
 
También hemos deducido que los sistemas de colas son poco sistematizables, dependen 
directamente de las características particulares del modelo en que nos encontremos ya 
que no solo dependerán de parámetros como son ,  y  sino también puede depender 
de parámetros como son la cantidad de usuarios que como máximo puede haber una 
cola, o la cantidad de población potencial que puede tener el sistema. 
 
Es importante resaltar que este proyecto nació con la idea de ser un recurso didáctico 
complementario a la asignatura de Probabilidad y Procesos Estocásticos pero que, en 
realidad, se puede utilizar para cualquier sistema cotidiano o de telecomunicaciones que 
tenga su base en la teoría de colas, tan solo hay que usar el simulador para interpretar 
cualquier sistema y obtener resultados.   
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Perspectivas 
A pesar de que el simulador creado es capaz de solucionar los objetivos que nos 
marcamos al inicio del proyecto y que al poder utilizar el simulador en un entorno 
WEB, permite que distintos usuarios, con la sola presencia de un navegador, puedan 
ejecutar el simulador o aplicación sin necesidad de tener instalado ningún programa 
exclusivo para generar los modelos, nos encontramos problemas que se podrían resolver 
en futuros trabajos como que: 
 
Aunque un Applet permite generar contenido dinámico en tiempo real y de una manera 
más sencilla que JavaScript, posee 2 limitaciones muy evidentes: 
 
 Para los usuarios que poseen una conexión lenta (modem), este tipo de 
programas pueden ser muy lentos en descargar. 
 No todos los Navegadores pueden ejecutar Applets e incluso en aquellos que 
pueden ejecutarlos, en ocasiones no es posible ya que muchos usuarios 
deshabilitan este mecanismo. 
 
Otra consecuencia al utilizar Applets es que el Sistema Operativo donde reside el 
“Browser” debe tener instalado un ambiente Java JRE (“Java Runtime Environment”), 
que corresponde al “Plug-in” utilizado por el navegador para desplegar aplicaciones 
Java. 
 
Hago mención de la batalla legal entre Sun Microsystems y Microsoft sobre la 
incorporación de Java al Sistema Operativo (S.O.) Windows XP, aquí puede salir  a 
relucir uno de los porqués más importantes de este caso, ya que al no incluirse Java 
(JRE) dentro del S.O. por defecto esto obliga al usuario final a una descarga adicional, 
lo cual generalmente conlleva una baja popularidad en diseños de este tipo, Java en 
general y Applets en específico. 
 
También se podrían implementar más modelos de colas como podrían ser los G/G/1, 
D/G/1 o modelos de redes de colas. 
 
Se podría mejorar también parte del diseño de la WEB e incluir por ejemplo el estudio 
gráfico de los modelos implementados también con Applets. 
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8 Anexos 
Anexo 1: Conceptos Básicos de la teoría de la probabilidad 
 
Introducción a la probabilidad 
 
Definición de probabilidad 
 
El cálculo de probabilidades es la herramienta matemática que nos permite estudiar los 
eventos aleatorios. 
 
A lo largo de la historia se han dado diferentes definiciones de probabilidad.  
 
Las definiciones clásicas son: 
 
- Basada en la experiencia: 
 
 
 
Donde   es el número de veces que se da  y  es el número de veces que se 
repite el experimento. 
 
El cociente  es la frecuencia relativa del evento A 
 
Esta definición presenta los siguientes problemas: 
 
o Las condiciones en que se desarrolla el experimento pueden cambiar en 
el tiempo, como consecuencia la frecuencia relativa tomaría valores 
diferentes a medida que se desarrolla la experiencia. 
o Este límite no se ajusta al concepto matemático de límite dado en cálculo 
infinitesimal.  
 
- Definición a priori, sin recurrir a la experiencia: 
 
 
 
Donde  es el número de casos favorables y es el número de casos 
posibles. 
 
Esta definición presenta los siguientes problemas: 
 
o Se necesita que el número de casos posibles sea finito. 
o Esta definición sólo vale si todos los casos son igualmente probables. 
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En experimentos que no presenten estos problemas, será válida esta definición y, 
normalmente para encontrar los valores de  i    se usan las fórmulas de 
combinatoria. 
 
Para hacer una definición rigurosa de la probabilidad, necesitamos precisar ciertas leyes 
o axiomas que deba cumplir una función de probabilidad. 
 
Sea Ω un espacio muestral, que es el conjunto formado por todos  los posibles 
resultados que se pueden dar en el experimento y , el conjunto formado por todos 
los posibles subconjuntos de Ω. A cada uno de estos subconjuntos se llamará conjunto 
de sucesos, o algebra de sucesos. 
 
Se define probabilidad o función de probabilidad, a cualquier función  
 
 , que cumple: 
 
(I)  
(II)  
(III)  
 
 
 
De esta definición se deducen las propiedades siguientes: 
 
1)  
 
 
    
 Demostración: Aplicando (II) y (III): 
 
   
   
2)  
 
Demostración: Aplicando (II) y (II): 
 
 
 
3)  
 
Demostración: Aplicando (III): 
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4)   
 
Demostración: Aplicando (I) i (3): 
 
  
 
5)  
 
Demostración: Hacemos una partición de , en conjuntos disjuntos entre si: 
 
  
 
Aplicando (III) y (3) 
 
 
 
 
Probabilidad Condicionada 
 
En el cálculo de las probabilidades de algunos sucesos, el valor de dicha probabilidad 
varía en función del conocimiento de determinadas informaciones relativas a estos 
sucesos. 
 
La probabilidad de un evento   sabiendo que ha ocurrido otro evento 
 , esta probabilidad la llamaremos probabilidad de A condicionada a B, se 
escribe  y es: 
 
 
 
Podemos observar que la probabilidad condicionada no está definida si  
 
Dos eventos se dicen independientes cuando el hecho de que uno de ellos haya ocurrido 
no tiene ninguna influencia sobre el otro, esto quiere decir 
 
A i B son independientes si . 
 
Proposición 
 
A i B son independientes si y sólo si . 
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Demostración: 
 
Teorema de las probabilidades totales o regla de Bayes. 
 
En el caso de que el espacio muestral sea finito podremos calcular las probabilidades a 
partir de los llamados eventos elementales. Un conjunto de eventos elementales es una 
partición disjunta de , esto es, un conjunto de eventos disjuntos dos a dos  
y de manera que su reunión es el conjunto de todo el espacio muestral. 
 
Sea  una familia finita o numerable de eventos elementales todos con 
probabilidad diferente de 0. Entonces,  
 
 
 
 
 
A más , debido a que los eventos  
son disjuntos dos a dos. 
 
Por tanto,  
 
 
Formula de Bayes 
  
Sea  una familia finita o numerable de eventos elementales no imposibles y A un 
evento, con . Entonces: 
  
 
 
 
Como que   y usando el teorema anterior 
tenemos que: 
 
 
 
 
 
Variables Aleatorias 
 
Definición 
 
Las variables aleatorias son una función que asocia un número real, perfectamente 
definido, a cada punto muestral. 
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Esto es útil ya que sea porque los mismos resultados del experimento son valores 
numéricos o porque nos permiten agrupar tipos de eventos asociándolos a un valor 
numérico. 
 
Sea  un espacio muestral donde tenemos definido una probabilidad 
 
 
 
Una variable aleatoria es una función: 
 
 
 
 
Distinguiremos dos tipos de variables aleatorias: 
 
- Discretas:  solo pueden tomar valores finitos o valores numerables. 
- Continuas:  pueden tomar cualquier valor numérico dentro de un intervalo 
de . 
 
Propiedades de las variables aleatorias: 
 
Si    son dos variables aleatorias: 
 
-  es una variable aleatoria. 
-  es una variable aleatoria. 
-  es una variable aleatoria . 
-  es una variable aleatoria si . 
 
 
Funciones de distribución y funciones de densidad 
 
La primera herramienta para relacionar variables aleatorias y probabilidad es la función 
de distribución. 
 
Definición: Si  es una variable aleatoria, denominaremos función de 
distribución a: 
 
 
 
 
Propiedades  
 
-  es creciente. 
-  
-  
-  es continua por la derecha:  
El “salto” vale  
 
Así, entonces, tenemos una variable aleatoria discreta  que tan solo puede tomar los 
valores  
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Se trata de de una función continua a trozos con discontinuidades en los  y valiendo a 
  
 
 
  
Por tanto, la función de distribución en un punto, nos da la probabilidad acumulada en 
este punto. 
 
Hay que destacar el hecho de que, en general, la probabilidad de que una variable 
aleatoria continua obtenga un valor concreto es igual a cero a excepción de, como 
máximo, un número numerable de valores: los puntos de discontinuidad de su función 
de distribución. 
 
Definición 
 
La función de densidad para una variable aleatoria discreta, es: 
 
  
 
  
Se cumple: 
 
 
 
 
 
A de más en el caso discreto: 
 
 
 
En el caso continuo, la situación es diferente, para encontrar un equivalente al caso 
anterior haremos lo siguiente: 
 
Descompondremos  en intervalos de tipo  así la probabilidad en este 
intervalo vale: 
 
 
 
La amplitud de estos intervalos podemos reducirla cada vez más. En un paso al límite 
(amplitudes de los intervalos tendiendo hacia cero). 
 
Entonces, en el paso al límite, y llamando  a la función que hemos obtenido tendremos 
que las funciones de distribución y densidad están relacionadas en el caso continuo por: 
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Esta función  no siempre se puede obtener de esta manera. Tan solo, nos limitamos a 
los casos en que si existe. De las variables aleatorias continuas por las que existe esta 
función las llamaremos absolutamente continuas. 
 
 
Definición 
 
Sea  una variable aleatoria continua. Se denomina absolutamente continua cuando 
existe una función continua  tal que, 
 
 
 
De  se denomina función de densidad de la variable aleatoria  . 
 
En el caso absolutamente continuo la función de densidad viene caracterizada por: 
 
 
 
Y se relaciona con la función de distribución por: 
 
 
 
Propiedades: Cambio de variable 
 
Sea  una variable aleatoria absolutamente continua, con densidad . Decimos 
 a una cierta función de la variable aleatoria , donde  es derivable 
con  Entonces la función densidad vale: 
 
 
 
 
Esperanza y Varianza 
 
A más de la función de distribución o la de densidad, se pueden describir las variables 
aleatorias a partir de alguna de sus características como son la esperanza y la varianza. 
La esperanza nos da el valor medio teórico que toma la variable aleatoria y la varianza 
nos describe el grado de dispersión respecto su valor medio (su esperanza). 
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Definición de Esperanza.  
 
Si  es una variable aleatoria discreta: 
 
 
 
Si  es una variable absolutamente continúa: 
 
 
 
Definición de Variancia.  
 
 
 
Observación: es una variable aleatoria y por tanto tiene sentido calcular su 
esperanza. 
 
 
Propiedades 
 
- Sea   y  variables aleatorias y  
 
 
 
-  
-  
-  
-  
-  
 
 
Modelos de distribución 
 
Distribución Binomial 
 
Consiste en la distribución del número de aciertos en una serie de ensayos Bernouilli 
 
Para que la distribución de probabilidad de una variable  siga el modelo Binomial ha 
de cumplirse que: 
 
- La variable esté definida como variable dicotómica: en términos de acierto (1) y 
error (0). 
 
 
127 
- Se dé una repetición de  ensayos independientes en la variable dicotómica en 
los que “la probabilidad de que en un ensayo se verifique la condición 1 
(“acierto”) sea constante”, y se representa por . 
- Se defina una variable , como número de veces que se verifica la condición 
(los 1) en los  ensayos. Los valores de  (los ) oscilan entre 1 y : 
 
 
Si se cumplen las anteriores condiciones, la variable  (número de aciertos) se ajusta al 
Modelo Binomial  y . Es decir   
 
 
Función de probabilidad de una variable Binomial: 
 
 
  
 
Esperanza: 
 
 
 
Varianza: 
 
 
 
 
Distribución de Poisson 
 
Es la distribución de una variable aleatoria discreta que se ajusta a un evento que se va 
repitiendo de forma independiente a lo largo del tiempo, de forma que el promedio de 
veces que sucede por unidad de tiempo es constante. A esta constante la llamaremos , 
y la distribución de Poisson la anotaremos por . 
 
La función densidad de una  : 
 
 
 
 
Esperanza: 
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Varianza: 
 
 
 
 
Distribución Uniforme 
 
Corresponde a una variable absolutamente continua, que puede tomar con igual 
probabilidad, cualquier valor en un intervalo . La denotaremos por  
 
La función densidad es: 
 
 
 
Esperanza:  
 
 
 
 
Varianza: 
 
 
 
 
Distribución Normal o de Gauss 
 
Corresponde a una variable aleatoria absolutamente continua, que se adapta a multitud 
de modelos estadísticos. 
 
La función densidad de una distribución normal es: 
 
 
 
 
 
Notaremos a una variable aleatoria con esta densidad por:   
 
Función característica de una  
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En el caso que  y ,  es conocido como normal estándar. 
 
 
Esperanza de una distribución  
 
Puede ser calculada a partir de funciones características 
 
 
 
 
Varianza de una distribución   
 
 
 
 
 
Distribución k-Erlang 
 
Si los tiempos entre llegadas no parecen ser exponenciales, entonces se modelan, con 
frecuencia, con la distribución Erlang.  
 
Supongamos que una estación de servicio tiene un único servidor que en atender un 
cliente realiza una operación de servicio consistente en una serie de  etapas 
consecutivas y hasta que no finaliza con la última etapa de las  para el cliente con el 
que esta ocupado no puede pasar a ocuparse del siguiente cliente de la cola (en el caso 
de que haya en ese momento un cliente esperando). Supongamos además que el tiempo  
 que comporta cada etapa de servicio  es una variable aleatoria que es independiente 
de los otros tiempos de servicio del resto de etapas y se distribuye exponencialmente 
con parámetro o tasa de servicio  común para todas las etapas de servicio. El 
tiempo total de servicio  será entonces una variable aleatoria y puede expresarse como 
la suma de los tiempos de servicio de las  etapas. 
 
 
 
En estas condiciones la variable aleatoria  se distribuye según la ley de probabilidad  
-Erlang (o Erlang de parámetros  ) que presenta la siguiente función de 
distribución: 
 
 
 
Y la función densidad de probabilidad: 
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Esperanza de la variable aleatoria T de Erlang:  
 
 
 
Varianza de la variable aleatoria T de Erlang:  
 
 
 
 
 
Vectores aleatorios 
 
Definición 
 
Normalmente tenemos que describir procesos en los cuales interviene más de una 
variable aleatoria. 
 
Sea   variables aleatorias sobre un mismo espacio de probabilidades. 
 
El vector aleatorio  define una aplicación: 
 
 
que corresponde a cada suceso elemental  la sucesión  de forma que  
 
 
 
La función de densidad conjunta es  de forma que  
 
 
 
La función de densidad conjunta nos permite calcular probabilidades que involucran 
todas las variables: 
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De  la misma forma la función de distribución conjunta viene definida por: 
 
 
 
A partir de la densidad conjunta se pueden recuperar las funciones de densidad de cada 
una de las variables que intervienen. A éstas las llamaremos densidades marginales. 
 
En el caso de vectores aleatorios bidimensionales 
 
Sea  la densidad conjunta, entonces, la densidad marginal de  es: 
 
 
 
 
 
Igualmente, la densidad marginal de  es: 
 
 
 
 
 
La densidad de  condicionada a  es: 
 
 
 
 
La densidad de  condicionada a  es: 
 
 
 
 
 
Cuando condicionando una variable a la otra no aporta cambios en la función de 
densidad marginal correspondiente, se dice que las variables son independientes.  
 
Para expresar matemáticamente la relación existente entre la variación de una variable y 
la de otra se introduce la noción de covarianza: 
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Esta cantidad asociada a cada pareja de variables aleatorias depende del orden de 
magnitud que tengan éstas. Para evitar este hecho se introduce el concepto de 
correlación, que es independiente de las magnitudes que alcancen las variables 
aleatorias. 
 
 
 
Propiedades 
 
Primera 
 
Sea  vector aleatorio con función de densidad . 
Sea   vector aleatorio que viene dado por: 
 
 
 
Donde  y sea  el jacobiano del cambio  
 
Entonces: 
 
  
 
Donde  
 
 
Segunda 
 
Sea  , entonces: 
 
 
 
 
Tercera 
 
  
 
 
Cuarta 
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Quinta 
 
Si  y  son independientes, entonces  
 
 
Sexta 
 
Si  y  son variables aleatorias independientes, entonces 
 
  
 
 
Séptima 
 
  
 
 
Octava 
 
  
 
 
Novena 
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Anexo 2: Propiedad de Markov 
 
Características 
 
La propiedad de Markov es un proceso estocástico en el cual sólo importa el valor 
presente de una variable para predecir el futuro. 
 
 La historia pasada de la variable es irrelevante 
 El paseo al azar no tiene memoria 
 Esto no significa que el valor esperado de la variable sea igual al valor previo 
 
Una cadena de Markov, que recibe su nombre del matemático ruso Markov, es una serie 
de eventos, en la cual la probabilidad de que ocurra un evento depende del evento 
inmediato anterior. En efecto, las cadenas de este tipo tienen memoria. “Recuerdan” el 
último evento y esto condiciona las posibilidades de los eventos futuros. Esta 
dependencia del evento anterior distingue a las cadenas de Markov de las series de 
eventos independientes, como tirar una moneda al aire o un dado. 
Este tipo  de procesos, introducido por Markov en un artículo publicado en 1907, 
presenta una forma de dependencia simple, pero muy útil en muchos modelos, entre las 
variables aleatorias que forman un proceso estocástico. 
 
Definición formal 
 
En matemáticas, se define como un proceso estocástico discreto que cumple con la 
Propiedad de Markov, es decir, si se conoce la historia del sistema hasta su instante 
actual, su estado presente resume toda la información relevante para describir en 
probabilidad su estado futuro. 
 
Una cadena de Markov es una secuencia   de variables aleatorias. El rango 
de estas variables, es llamado espacio estado, el valor de  es el estado del proceso en 
el tiempo . Si la distribución de probabilidad condicional de  en estados pasados 
es una función de  por sí sola, entonces:     
 
 
 
Es decir, la probabilidad condicional de un evento futuro dado el evento actual, es 
independiente de los eventos pasados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
135 
Anexo 3: Regla de l’Hôpital 
 
Características 
Aunque el resultado que vamos a mencionar se llama la "regla de L'Hôpital", ésta se 
debe al famoso matemático suizo Jean Bernoulli (1667 - 1748). Bernoulli (discípulo de 
Leibniz) había instruido en el Cálculo al marqués francés, G. F. A. de L'Hôpital (1661 - 
1704). Bernoulli y L'Hôpital hicieron un pacto: el primero recibía un salario regular a 
cambio de enviarle a L'Hôpital sus descubrimientos matemáticos para que este último 
los utilizase como quisiera. 
L'Hôpital incluyó la "regla" en lo que constituye el primer texto de Cálculo diferencial 
impreso: “Analyse des infiniment petits”, publicado en París en 1696. Este texto que 
influyó mucho en la mayor parte del siglo XVIII, contenía muchos resultados que hoy 
sabemos se debían a Jean Bernoulli. 
 
La regla de L’Hôpital establece que bajo ciertas condiciones, el límite del cociente de 
dos funciones  coincide con el límite del cociente de sus derivadas.   
 
Su demostración utiliza el resultado como teorema general del valor medio. 
 
Sean  y  funciones derivables en un intervalo abierto  que contiene  , excepto 
posiblemente en el  propio . Supongamos que  para todo  en , excepto 
en el propio . Si el límite de    cuando  tiende a  produce la forma indeterminada 
, entonces siempre que este límite exista (c puede ser finito o infinito):  
 
Puesto que el límite de la derecha  existe o es infinito. Este resultado es válido también 
si el límite de  produce cualquiera de las formas indeterminadas , , , o . 
 
 
 
La regla de L'Hôpital es una consecuencia del Teorema de Cauchy que se da sólo en el 
caso de indeterminación del tipo " ". 
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9 Apéndice 
 
Propuesta de proyecto final de carrera 
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